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1 La fonction carrée

1.1 Fonction paire

Définition 1 On dit qu’une fonction f définie dans I’ensemble de définition D est
une fonction paire si et seulement si :

1) I’ensemble Dy est symétrique par rapport a « zéro »
2)VxeDy ona f(-x)=f(x)

EeMMr%)e : Dy doit étre symétrique par rapport a I’ origine.
C’est a dire que si x € Dy alors —x € Dy.

R —{2} n’est pas symétrique. On ne peut pas comparer f(—2) a f(2) (qui n’existe pas).
Par contre R — {—2; 2} est symétrique.
Exemples :
*¢ La fonction f définie sur R par : f(x) = x? est paire. En effeton a :
f(=x) = (-x)* = x* = f(x) etR estbien évidemment symétrique
»& Soit les fonction f et f; les fonctions définies par :

1

x2 -1

fi)y=2x*+x> =1 et folx) =

Montrer que les fonctions f; et f, sont paires sur leur ensemble de définition.

f1 est définie sur R donc symétrique et :
fit=x) =20+ (=0 =1 =2x" + X’ = 1 = fi(x)

Donc f; est paire.
/> est définie sur R — {—1; 1} donc symétrique et :
1
fa(=x) = o1 J2(x)
Donc f; est paire.

= Montrons que la fonction g définie sur R par g(x) = x> — 3x n’est pas paire. Pour
montrer que la proposition est fausse, trouvons un contre-exemple :

g(=2)=(-2*-3(-2)=4+6=10 et g2)=2°-3Q2)=4-6=-2

Comme g(-2) # g(2), la fonction g n’est pas paire.
D’autres fonctions que 1’on a pas encore vues sont paires. C’est par exemple le cas de
la fonction cos x

Les fonctions paires doivent leur nom au fait que les polyndmes composés uniquement
de puissances paires possedent cette propriété.

Propriété 1 La courbe représentative €y d’une fonction fonction paire f est symé-
trique par rapport a ’axe des ordonnée.
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1.2 ETUDE DE LA FONCTION CARREE 3

-

Tout point M(x; f(x)) de la courbe 6 possede un point symétrique
M'(—x, f(=x) = f(x)) sur la courbe.

1.2 Etude de la fonction carrée

Définition 2 On appelle fonction carrée, la fonction définie sur R par :

f)=x

Pv-oP\riétés : La fonction carrée est une fonction paire, donc sa représentation est
symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

Variation : Soit deux réels x; et x, tels que x, > x;. Calculons alors la quantité :

) = f(x) = x5 =

(X2 = x1)(x2 + x1)

On sait que x; > x; donc x, —x; > 0. Le signe de f(x;) — f(x;) est du signe de x, + x;.
Si x; > x; > 0 alors f(x;) — f(x1) > 0 donc la fonction est croissante.
Si x; < xp, < 0alors f(x;) — f(x1) < 0 donc la fonction est décroissante.

On obtient donc le tableau de variation suivant :

X —00 0 +00

+00 +o0
TN

1.3 Représentation de la fonction carrée

Définition 3 La représentation de la fonction carrée est une parabole de sommet O.

Comme cette parabole est symétrique par rapport a I’axe des ordonnée, on cherchera
des points dont les abscisses sont positives. On complétera alors par les point symétriques.

Tableav de valeurs
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1.4 FONCTIONS SE RAMENANT A LA FONCTION CARREE 4

x||0] 05 1] 15 |2
(10102512254

On obtient alors la parabole suivante :

EeMM‘iue : La parabole était bien connue des grecs, soit donc bien avant la
création du concept de fonction. Cette courbe fait partie de ce que les grec appelait les
« conniques ». Elles correspondent aux section d’un cone par un plan. La parabole est
obtenue avec un plan parallele a un génératrice du cone.

parabole .
point

droites sécantes

hyperbole

ellipse cercle

coniques propres coniques dégénérées

1.4 Fonctions se ramenant a la fonction carrée

Définition 4 On définit une fonction f sur R par :

f) =ax’
La représentation de ces fonctions sont des paraboles.

Les variations de f sont identiques a la fonction carrée lorsque a > 0. La parabole
est tournée vers le haut.

Les variations de f sont contraires a la fonction carrée lorsque a < 0. La parabole
est tournée vers le bas.

Variations :
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1.5 APPLICATION 5

a>0 a<0
X —00 0 +o00 x —00 0 +00
+00 +00 0
SN 2T e N L

ap > ag las| > |ai]

Ee.MM‘%ue. : Une parabole de sommet S (x(;yy) a pour fonction associée f de la
forme :

fx) = alx = x0)* + yo

1.5 Application

En géométrie, on appelle parabole une courbe constituée des point M équidistants
d’un point F appelé foyer et d’une droite fixe.

1) Construction de la parabole

On donne le foyer de la parabole F(0; 1) et la droite d fixe d’équation y = —1. H est le
projeté orthogonal de M sur la droite d. On obtient alors la figure suivante :

M

-

Comme les point M sont équidistants de F et de la droite d, on peut écrire :
MF = MH

M est donc sur la médiatrice de [FFH]. Pour tracer un point M, on prend un point
quelconque H sur la droite d. On trace ensuite la médiatrice de [FFH]. M est alors
I’intersection de cette médiatrice avec la perpendiculaire a d en H. Avec un logiciel,
on peut alors obtenir I’ensemble des points M lorsque H parcourt d. On obtient alors :
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RQMAV‘%UQ : On remarque que la médiatrice est alors la tangente en M a la parabole
ainsi tracée.

2) Relation entre les coordonnées

On note M(x;y) les coordonnées du point M. On obtient alors les coordonnées de
H(x;—1). On calcule alors les distances au carrée MF? et MH>.

MF? = (x=xp)’ + (= yp)’ = 2+ (= 1)’

MH? = (x = xp)’ + (v = yu)* = (v + 1)°
De I’égalité des distances, on en déduit :

-1 =@+1)
Y -2y+1=y"+2y+1
—4y = —x*
1

y=-x

4

On retrouve la fonction f(x) = ixz qui est représentée par un parabole.

2 La fonction inverse

2.1 Fonction impaire

Définition 5 On dit qu’une fonction est impaire sur son ensemble de définition Dy
si, et seulement si :

1) I’ensemble Dy est symétrique par rapport a « zéro »
2)Vxe Dy ona f(-x)=-f(x)
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2.1 FONCTION IMPAIRE

ExeMPles :

1
1) La fonction f définie par f(x) = x sur R et la fonction g définie par g(x) = — sur R*
X
sont impaire. En effet :

J=%) = —x=—-f(x)

| 1
g(=x) = — = ——=—g(x)
—X X

3 4+2
2) La fonction f définie sur R par f(x) = al al

est impaire. En effet :
x2+1 P

(=0 +2(-x) X +2x
fe0==Cmrr T e - W

3) Par contre la fonction f définie sur R par f(x) = 5x — 3 n’est pas impaire. Montrons le
par un contre exemple :

f)y=2 et f(-1)=-8 donc f(-1)#—-f()

ReMM‘%)e :

La fonction impaire tire son nom par le fait que les polyndme dont les
puissances sont uniquement impaires vérifient cette propriété.

I’origine du repere.

Propriété 2 La courbe €y d’une fonction impaire f est symétrigue par rapport a

-

Tout point M(x; f(x)) de la courbe 6 possede un point symétrique
M’ (=x, f(=x) = —f(x)) sur la courbe.

ReMM‘%)e : Toute courbe d’une fonction impaire, définie en 0, passe par I’origine.

PAUL MILAN
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2.2 ETUDE DE LA FONCTION INVERSE 8

2.2 Etude de la fonction inverse

Définition 6 On appelle fonction inverse, la fonction définie sur R* par :

1
Jx) = —

X

P\f‘cf:rié.té.s : La fonction inverse est une fonction impaire.

Vavriations Soit deux réels non nuls x; et x, tels que x, > x;. Calculons la quantité :

1 1
fx)—fx)) = — - —
X X1
_ X1 — X
B X1Xp

comme x, > x; alors le numérateur est négatif

si x; > x; > 0 ousix; < x <0le dénominateur est positif car produit de nombre de
méme signe. On en déduit que la fonction inverse est décroissante sur R} et R*.

On obtient donc le tableau de variation suivant :

/
/

—00

2.3 Représentation de la fonction inverse

Définition 7 La représentation de la fonction inverse est une hyperbole centrée a
I’origine

Comme cette hyperbole est symétrique par rapport a I’origine, on cherchera des points
dont les abscisses sont positives. On complétera alors par les points symétriques.

Tableav de valeur

111
120124
112
Thglal | L)L
X 214

On obtient alors I’hyperbole suivante :
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2.4 FONCTIONS SE RAMENANT A LA FONCTION INVERSE 9
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Remargue :

¢ L’hyperbole possede deux asymmptotes : droites dont la courbe se rapproche de
plus en plus lorsque x se rapproche de 0 ou de I’infini. Ces deux asymptotes sont
les axes de coordonnées. L’hyperbole est dite équilatere car les asymptotes sont
perpendiculaires.

*¢ [’hyperpole est une conique obtenue par la section d’un cone par un plan dont la
pente est supérieure aux génératrices du cone.

*¢ [’hyperbole possede deux axes de symétrie : les deux bissectrices des axes de
coordonnées.

*> L’hyperbole se trouve dans les cadrans 1 et 3 du repere.

2.4 Fonctions se ramenant a la fonction inverse

Définition 8 On définit une fonction f sur R* par :

f) =12

X
La représentation de ces fonctions sont des hyperboles.

Les variations de f sont identiques a la fonction inverse lorsque a > 0. L’hyperbole
se situe dans les cadran 1 et 3 du repere.

Les variations de f sont contraires a la fonction inverse lorsque a < 0. L’hyperbole
se situe dans les cadrans 2 et 4 du repere.

Vavriations :
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2.5 APPLICATION 10

a>0 a<0

= |
o

==

ar > ay

las| > |ai]

2.5 Application

ABCD est un rectangle tel que AB =2 et AD = 1. A tout réel positif x, on aassocie le
point M tel que les points A, B et M sont alignés dans cet ordre avec BM = x. On note /
le milieu du segment [BM]. La droite MC) coupe (AD) en N. Déterminer la position du
point M pour que DN = Al.

On fait une figure, pour comprendre le probleme :

Comme les droites (DC) et (AM) sont paralelle, nous avons une configuration de
Thales. Appliquons le théoreme de Thales dans le triangles DCN et AMN, on a alors :
ND _ DC R DN 2
NA AM 1+DN 2+4x
On fait un produit en croix, on obtient alors :

2
DNQ2+x)=2(1+DN) & 2DN+xDN=2+2DN soit DN ==
X

PAUL MILAN 6 février 2010 LMA SECONDE
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On calcule ensuite Al :
BM

X
Al =AB+ — =2+ =
2 2

. . x 2 . .
Pour résoudre le probléme, il faut donc avoir : 2+ =7 Pour résoudre graphiquement
X

ce probleéme, on trace alors la droite y = 2 + g et ’hyperbole y = —. On obtient alors la
x

représentation suivante :

On obtient donc la solution approchée : x ~ 0, 8.
si I’on cherche le résultat exact, il faut résoudre I’équation suivante :

2
S P on multiplie par 2x
X
X+dx=4 or(x+2=x>+4x+4 donc X’ +4x=(x+27°-4
(x+2°—-4=4
(x+2)° =38

On obtient comme solution positive :

x+2=V8 soit x=2V2-2~0,83

3 La fonction racine carrée

3.1 Etude de la fonction racine carrée

Définition 9 On appelle fonction racine carrée, la fonction définie sur R, par :

f) = Vx

LMA SECONDE
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3.2 REPRESENTATION 12

ReMA\f‘%)e : La fonction racine carrée est la fonction réciproque de la fonction
carrée sur R, . En effet lorsque 1’on connait le carré, pour retrouver le nombre de départ,
on applique a ce carrée la fonction racine.

Vaviation : Soit deux réels x; et x, tels que x, > x; > 0. Calculons la quantité :

f) = f(x) = Vxo = vxy
(Y~ VI + VD
VG

X2 — X1

T Vm+ym

Comme x, > x;,onadonc x, —x; >0
On a bien évidemment +/x; + +/x; > 0, on en déduit que :

Sf(x2) = f(x1) >0

La fonction racine carré est donc croissante sur R,. On obtient donc le tableau de
variation suivant :

3.2 Représentation

Théoreéme 1 La représentation de la fonction racine carrée est une demi parabole
d’axe (Ox)

EeMM‘%)e : On tracera sur un méme graphique la fonction récine et la fonction
carrée qui est sa réciproque.

Tableav de valeurs

X

0

0,5

Vx

0

~ 0,707

~ 1,414

~ 1,732

~ 2,236

~ 2,449

PAUL MILAN
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13

[§%]
\.

glx)=x &

EeMA,v-%)e : La courbe de la fonction racine est symétrique par rapport a la premiere
bissectrice de la courbe de la fonction carrée. On peut montrer que lorsqu’une fonction
admet une réciproque, les courbes de la fonction et de sa réciproque sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice.

4 La fonction cube

4.1 Etude de la fonction cube

Définition 10 On appelle fonction cube, la fonction définie sur R par :

fo) =x°

P\f‘cPv-iétés : La fonction cube est une fonction impaire, donc sa courbe représen-
tative est symétrique par rapport a I’origine.En effet, pour tout x, on a :

3 3
f(=x)=(=x)" = —x" = -f(x)
Variation :  Soit deux réel x, et x; de méme signe tel que x, > x;. Calculons la
quantité :
fG) = f) = - x;
Montrons I’identité remarquable suivante :

3 3 2 2

On développe pour cela la deuxieme quantité :
2 2y _ .3 2, 2 2 _ 2 3
(2 = x1)(X5 + XX + X)) = X, + X1X; + X[X2 — X1 X5 — X{X2 — X

_ 3 _ .3
=Xy X

PAUL MILAN 6 février 2010 LMA SECONDE



4.2 REPRESENTATION

14

En remplacant dans notre quantité :

(x2) = f(x1) = (x2 — x1)(X5 + X1 + x7)

Comme x, > xj,onadonc x, —x; >0

Il est bien évident que x3 + x7

xox1 > 0, donc x3 + xx, + x2 >0

On adonc: f(x) — f(x;) >0

> 0, et comme x; et x; sont de méme signe, on a

La fonction cube est donc strictement croissante sur R. On obtient donc le tableau de

variation suivant :

4.2 Représentation

La fonction cube étant impaire, sa courbe est symétrique par rapport a 1’origine. On
calculera des points pour des abscisses positives, puis on prendra ensuite les symétriques

par rapport a I’origine.

Tableav de valeurs

0,5
0,125

L5 |2
3375 | 8

Remargue : On remarque que la
courbe admet un changement de concavité.
C’est a dire que la courbe est tournée vers le
haut pour x > 0 et tournée vers le bas pour
x < 0.

Lorsque la courbe est tournée vers le
haut, c’est a dire que la courbe est au des-
sus de sa tangente, on dit que la courbe est
convexe.

Lorsque la courbe est tournée vers le
bas, c’est a dire que la courbe est au des-
sous de sa tangente, on dit que la courbe est
concave.

Le point de la courbe ou se situe le
changement de concavité, s’appelle le point
d’inflexion.

25 |

cqgurbe concavg

-7

courbe conveixe

paint d'inflgxion

PAUL MILAN
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4.3  APPLICATION 15

4.3 Application

Deux éprouvettes & de forme conique et &, de forme cylindrique ont les formes
indiquées sur le dessin ci-dessous (unité de longueur : 1cm). On verse dans & de ’eau
jusqu’a une hauteur x, puis on transvase le contenu dans &, ou I’eau atteint alors une
hauteur, fonction de x notée h(x).

b h(x)
Y

1) Déterminer A(x) en fonction de x.
2) Etudier la fonction A sur I’intervalle [0; 9].
3) Représenter la fonction 4 sur [0; 9].

4) Déterminer graphiquement la hauteur x de 1’éprouvette & pour avoir une hauteur dans
le cylindre de 1 cm.

5) Peut-on remplir &> en une seule fois ?

0= 0= 0= Q0= I0S) QLS S U= /=g 0= = J00=)JN0="20=)J0="JO= 0= =) 0= 4

1) On rappelle que les volumes V; d’un cone et V, d’un cylindre tous deux de rayon R
et de hauteur 4 sont égaux a :

_ nR*h

-3

Comme dans un cone de forme donnée, le rayon est proportionnel a la hauteur, le
rayon r, du cone défini par ’eau vérifie :

YV, et YV, = nR*h

e X xr
—_— = = <:> rx = —
r 9 9
Le volume V; d’eau dans le cOone est donc de :
(5)
2 T+ X 2.3
g, = X 9 _nmrx
3 3 243
Le volume V, d’eau dans le cylindre :
YV, = nr*h(x)
De I’égalité des deux volume, on en déduit :
nrix’ 5 X
= h S hx)= —
Y R W=1
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4.3  APPLICATION 16

1
3 avec a = — donc a > 0.

243
La fonction & a donc méme variation que la fonction cube. La fonction 4 est donc

strictement croissante sur [0; 9]. On a donc le tableau de variation suivant :

2) La fonction 4 est du type h(x) = ax

X 0

| /' .

3) On obtient la représentation suivante :

L o

3

hauteur d'eau dans le cylindre

25

1.5

0.5

0 __q//
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
auteur d'eau dans |e céne

A
r4

=I

4) Pour avoir une hauteur d’eau de 1 cm dans le cylindre, on cherche x pour avoir h(x) =
1. A T’aide de la représentation on trouve alors : x ~ 6,2. On doit donc avoir a peu pres
6,2 cm d’eau dans le cOne.

5) On ne peut remplir a demi le cylindre en une seule fois. En effet, le maximum de
hauteur que 1’on peut obtenir avec le cone plein a rabord est de 3 cm.

PAUL MILAN 6 février 2010 LMA SECONDE
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