CuapITRE 4 : PGCD. TEOREMES DE BEzouT ET GAUSS 5 avriL 2022

Correction du contréle
v _jevdi O awril 2022

EXERCICE 1
Algorithme d’Euclide et pgcd (6 points)

1) 6157=1645x 3+ 1222
1645=1222x 1+ 423
1222=423x2+ 376 = pgcd(6 157 1 645)= 47
423=376x 1+ 47
376=47x8
2)a) 43, +4)-5@n+3)=20n+16-20n—-15=1
Il existe donc @,v) = (4,-5) tel queu(dn + 4) + v(4n + 3) = 1, d'apres le
théoreme de Bézout, 15+ 4) et (4 + 3) sont premiers entre eux.
b) pgcdg, b) = pgcdin(dn + 4), n(4n + 3)] = npgecd(51 + 4, 4n + 3) 2,
3) a) On posed = pgcd@, b).
d divisea etb, doncd divise toute combinaison linéaire deet deb doncd divise :
-a+3b=-3n+11)+3N+6)=-3n-11+3n+18=7 = ddiviseurde 7

On en déduit comme 7 est premier quke {1, 7}.
b) On doit avoir :

3n+11=0(7) 3n=-11(7) -6=1(7) (3n=-11(7) -11=3 (7)
& & o "n=1(7)
n+6=0(7) = -6 (7) n=1(7)
Donc pgcdé b) =7 sin=1 (7).
EXERCICE 2
Equation diophantienne (7 points)

47=43x1+4 (1)
1) a){43=4x10+3 donc pgcd(4743) = 1.
4=3x1+1
b) 43=4x11-1 & 4x11=43+1
(1)x11 : 47x11=43%x11+4x11 © 47=43x11+43+1 &
47x11=43x12+1 o 47(11)-43(12)=1
Une solution de I'équation 4ii— 43v =1 est (11,12).

2) a) Corollaire du théoreme de Bézout « I'équation ax+ by = ¢ admet des solutions
entiéres si, et seulement siest un multiple de pgcd(b). »

Comme 47 et 43 sont premiers entre eux, 7 est un multiple dg4ge38) et donc
I'équation (E) admet des solutions.
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b) 47(11)- 43(12)= 1 & 47(77)- 43(84)=7
Donc (77,84) est solution de (E).
c) Soit (x,y) un solution de (E).
Par soustraction de la solution générale a la solutionqudigire, on obtient :
47(x—77)=43(y - 84) (E)
43 divise 47k — 77) or 47 et 43 sont premiers entre eux, d’'apres le théoreme de
Gauss, 43 divisex(— 77). Onaalorsx—77=43k, ke Z
En remplacant de (E’), on obtieny — 84 = 47k.

Les couples solutions sont de la form X=T7+4% keZ
u uti : , keZ.
P y = 84+ 47K

On vérifie que ces couples sont bien solutions en remplagafti)d
d) Pourobtenirle couple, d’entiers naturels les plus patit prendk = —-1: (34, 37).
n=12 (43) n=12+43u
) {nES @7 {n:5+47v
(u,v) vérifiealors: 5+4W=12+43u & 4N-43u=7
(v, u) est solution de E dont le couple, d’entiers naturels les phtits, est (3487).
Le plus petit entier naturel cherché est dona = 12+ 43(37)= 5+ 47(34)= 1 603.

, WVveZ

EXERcICE 3
Codage (7 points)

1) La fonction de codage esf(x) = 3x + 11.

X—3x+11

ayG—-6 —  29=3(126) > D
X—3x+11

S—-> 18 — 65=13(26) > N

b) Par double implication : (les congruences sont modulo 26)
-99=5

y=3x+11 5 9y=27x+99 = Oy=x+99 = x=3y-99 =
x=9y+5 réciproquement
-15=11

X=0y+5 3 3x=27y+15 = 3x=y+15 = y=3x-15 —
y = 3x+ 11 (26).

OV - 21" 3" 104=12(26) » M
y—9y+5 _
Bo1"3"14=14(26)> 0
- 2073 185=3(26) - D

- 19 73" 176= 20 (26) » U

nw dH C

y—9y+
— 18 " >

B 173" 14=214(26) » 0

® 167=11(26) - L

2) Lafonction de codage est f(x) = ax + b.
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E@4) - I(8)  (4a+b=8(26) (1)
3) {V(Zl) - T19) © {21a+bz 19 (26) (2)

(2)-(1): 2la-4a=11(26) © 17a= 11 (26).
b) Par double implication :
17=-9 x-3 27=1
17a=11(26) > -9a=11(26) > 27a=-33(26) = a=-33=19(26)
Commea est compris entre 0 et 25, on en déduit qua = 19.
c) De(1):b=8-4a=-68= 10 (26).
Commeb est compris entre 0 et 25, on en déduit qub = 10.
La fonction de codage est donidx) = 19x + 10.
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