CuapITRE 4 : PGCD. TEOREMES DE BEzouT ET GAUSS 2 avriL 2024

Correction du contrdle
Do _jevdi 2] mars 2024

EXERCICE 1
Equations diophantiennes (9 points)

1) « Soita, b, c € Z*. Siadivisebc et sia est premier aveb alorsa divisec. »

2) Corollaire du théoréme de Bézout : « L'équatiar+ by = ¢ aveca,b,c € Z admet
des solutions entiéres si, et seulement st un multiple de pgcd(b). »

pgcd(159) = 3 et 14 non multiple de 3 donc {En’admet pas de solution.

3) a) pgcd(1027) =1 car: 3) 3x2=7-1
27=10x2+7 (1) 2x(2) 10x2=7%x2+7-1=7x3-1
10=7x1+3 (2 7x3=10x2+1
7=3x2+1 (3) 3x(1) 27x3=10x6+10x2+1=10x8+1

Donc 10x (-8)+27x3=1 d'ou (-8; 3) solution de (E).

b) Soit (x; y) une solution générale de{Par soustraction terme a terme de la solu-
tion générale et de la solution particuliere on obtient :

10(x + 8) + 27(y — 3) = 0 & 10(x + 8) = 27(~y + 3) (E,)

27 divise 10k + 8), or 10 et 27 sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de
Gauss, 27 divisex+ 8). On a doncx + 8 = 27k, k e Z.

En remplagant dans (B, ona: -y+ 3= 10k.
Les couplesX; y) sont de la forme x=—8+2k keZ
; : €
PIESA: Y. y=3-10k °
On vérifie que ces couples sont bien solutions dg)(E’

4) a) (3; 2) estsolution de gecar: 221x 3-331x 2 =663-662=1

: x = 3+ 331k
b) Les solutions sont alors de la forme : ,kez
y=2+221k
EXERCICE 2
Restes chinois (11 points)

1) a) Théoreme de Bézout xetb sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe
un couple d’entiers relatifau(v) tel que au + bv = 1. »

pgcd(1912)=1, d’apres le théoreme de Bézout, il exisigf tel que 12+12v =1
b) 1u+12v=1 & 12v=1-19,0naalors:

NN=6x1%+13x(1-19%) © ny=19(-7u)+13 = ng= 13 (19).

Deméme 18+12v=1 & 19%u=1-12,0naalors:

NN=6x(1-120)+13x 12y & ng=12(A)+6 = ng=6(12).

Doncng est solution de (S).
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c) 19(-5)+12(8)=-95+96=1 donc (5, 8) est solutionde 18+ 12v=1
On obtient alors :ng = 6 x 19(-5) + 13x 12(8)= 678

2) Corollaire du théoréme de Gauss : «Sit ¢ divise a et sib et ¢ sont premiers entre
eux alorshe divisea »

Soitn une solution de (S), par soustraction terme a terme e obtient :
n—ny =0 (19)
n-ng=0(12)
19 et 12 diviserf — ng), or 19 et 12 sont premiers entre eux donc d’apres le corellai
du théoréme de Gauss, 92 =228 divise (i—ng). On a alorsn—ny = 0 (228).
3) D’apres la question 1 c), on &y, = 678=228x 3 - 6 = —6 (228).
D’aprés la question précédente= ng = —6 (228), doncn = -6 + 22&, k€ Z.

4) Soitu etv le nombre de périodes entiere que les cometes fbattaé avant d'étre
visible la méme année. On peut faire le schéma suivant :

Présent 13 A 1% A

*

6 B 12v B
n

I
I
o

n=13(19)
n==6(12)
En prenank = 1, on obtient :n = -6 + 228= 222 ans.

n vérifie donc le systeme (S){

Il faudra 222 ans pour observer les deux cometes la méme.année
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