
Chapitres 8 : Intégration et primitives 26 février 2013

Correction contrôle de mathématiques
Du lundi 25 février 2013

Exercice 1
ROC (6 points)

1) Cf cours

2) a) f de la forme
u′

u2
doncF = −1

u
. f (x) =

4
3

(

3
(3x − 1)2

)

donc F(x) =
−4

3(3x − 1)

b) f de la formeu′u doncF =
1
2

u. f (x) =
1
x

ln x donc F(x) =
1
2

ln2 x

c) f de la formeu′eu doncF = eu. f (x) = −1
2

(

−2e1−2x
)

donc F(x) = −1
2

e1−2x

d) f de la forme
u′

u
doncF = ln |u|. f (x) =

3
2

(

2x
x2 − 1

)

donc F(x) =
3
2

ln(x2 − 1)

e) f de la forme
u′
√

u
doncF = 2

√
u. f (x) =

2x + 1
√

x2 + x + 1
donc F(x) = 2

√
x2 + x + 1

Exercice 2
Intégrale (3 points)

1) On développe :
a
x
+

b
x + 1

+
c

x − 1
=

a(x2 − 1)+ bx(x − 1)+ cx(x + 1)
x(x + 1)(x − 1

=
ax2 − a + bx2 − bx + cx2

+ cx
x(x + 1)(x − 1

=
(a + b + c)x2

+ (−b + c)x − a
x(x + 1)(x − 1

On identifie àf (x). On obtient alors le système suivant :























a + b + c = 0

−b + c = 0

−a = 1

⇔























a = −1

b = c

2b = 1

⇔







































a = −1

b =
1
2

c =
1
2

On a donc : f (x) = −1
x
+

1
2(x + 1)

+
1

2(x − 1)

2) Les différents termes def sont de la forme
u′

u
qui donne ln|u|. On obtient alors :

F(x) = − ln x +
1
2

ln(x + 1)+
1
2

ln(x − 1)
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3) On a alors :
I =

∫ 3

2
f (x) dx

=

[

− ln x +
1
2

ln(x + 1)+
1
2

ln(x − 1)

]3

2

= − ln 3+
1
2

ln 4+
1
2

ln 2−
(

− ln 2+
1
2

ln 3+
1
2

ln 1

)

= − ln 3+ ln 2+
1
2

ln 2+ ln 2− 1
2

ln 3

=
5
2

ln 2− 3
2

ln 3

Exercice 3
Intégrale et suite (6 points)

1) La primtive dee1−x est−e1−x, on a alors :

I0 =

∫ 1

0
e1−x dx =

[

−e1−x
]1

0
= −e0

+ e = e − 1

2) I0 représente l’aire du domaine délimité
par la courbe dee1−x, les axes et la
droite d’équationx = 1. Voir la partie
hachurée ci-contre

1

2

1 2O

e

3) On a : I1 = I0 − 1 = e − 2 et I2 = 2I1 − 1 = 2e − 4− 1 = 2e − 5

4) Ce programme calcule les termes successifs deIn avec la relation de récurrence du
3). Il effectue 10 boucles en partant deI0. Il calcule doncI10

Le programme donne :X = I10 ≃ 0,099.
On peut faire la conjecture que la suite (In) converge vers 0.

5) a) On a :
0 6 x 6 1

−1 6 − x 6 0

0 61− x 6 1

1 6 e1−x
6 e carx 7→ ex est croissante

(× xn
> 0) xn

6 xne1−x
6 xne

b) On intègre l’inégalité. On obtient alors :
∫ 1

0
xn dx 6In 6

∫ 1

0
xn dx

[

xn+1

n + 1

]1

0

6In 6

[

xn+1e
n + 1

]1

0

1
n + 1

6 In 6
e

n + 1
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On a : lim
n→+∞

1
n + 1

= lim
n→+∞

e
n + 1

= 0

D’après le théorème des gendames, la suite (In) converge vers 0.

Exercice 4
Volume (3 points)

1) D’après la définition de ce solide de révolution, on :

z = e1−r ⇔ ln z = 1− r ⇔ r = 1− ln z

On a alors :
∫ e

1
πr2(z) dz = π

∫ e

1
(1− ln z)2 dz

2) On a :
F(x) = 5x − 4x ln x + x ln2 x

F′(x) = 5− 4 ln x − 4x × 1
x
+ ln2 x + 2x × 1

x
ln x

= 5− 4 ln x − 4+ ln2 x + 2 ln x

= 1− 2 ln x + ln2 x

= (1− ln x)2
= f (x)

La fonctionF est donc bien une primitive def .

3) On a alors :

V = π
∫ e

1
(1− lnz)2

= π

[

5z − 4z ln z + z ln2 z
]e

1

= π

[

5e − 4e ln e + e ln2 e − (5− 4 ln 1+ ln2 1)
]

= π(5e − 4e + e − 5)

= π(2e − 5)

≃ 1,372

Exercice 5
Cinématique (2 points)

1) D’après la définition de la valeur
moyenne, on a :

vmoy =
1
30

∫ 30

0
v(t) dt

=
1
30

∫ 30

0
(t2
+ 5t) dt

=
1
30

[

t3

3
+

5t2

2

]30

0

=
1
30

(

27 000
3
+

5× 900
2

)

vmoy =
1
30

(9 000+ 2 250)

= 375 m.s−1

2) La distance parcourued est alors :

d = vmoy×t = 375×30= 11 250 m= 11,25 km
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