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2 1 SUITE

1 Suite

1.1 Définition

Deéflivition | : Un suite (u,) est une fonction définie de IN dans R. C’est

a dire qu’a un rang donné 7, on associe un nombre réel u,. Une suite ne
commence pas nécessairement a 0, elle peut commencé a ny.

(uy) : N —R

n'—>un

u, est appelé le terme général de la suite (uy,).

1.2 Exemples

On peut définir une suite de fagon explicite : u, = f(n)

1
U, = — nécN*
n

tp=Vvn—-3 n=3

On peut aussi définir une suite de fagon récurrente & un ou plusieurs termes :

> Aunterme: u, 1 = f(uy)

Up =1
Upt1 = 2uy +1

> A deux termes : 1,47 = fuygq,up) :
up=1, w1 =1
Upyo = Upy1 + Uy

On peut encore définir une suite par I'intermédiaire d une autre suite, par une
somme de termes, etc...

vn:un_4

"1 1 1 1
wn=2%—1+ ot
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1.3 VARIATION OU MONOTONIE D’UNE SUITE 3

1.3 Variation ou monotonie d’une suite

Defivitien 2 : Soit (u,) une suite numérique. On dit que :

= la suite (u,) est strictement croissante (a partir d'un certain rang )

lorsque Up41 > Up  pour tout entier n > ng

o la suite (u,) est strictement décroissante (a partir d'un certain rang 1)

lorsque Upy1 < U, pour toutentier n > ny

= la suite (u,) est monotone (a partir d'un certain rang ) si elle est crois-
sante ou décroissante a partir d"un certain rang ny

> la suite (u,) est stationnaire s'il existe un ny tel que

Uy41 = Uy pour toutentier n = nop

> la suite (u,) est constante lorsque 1,1 = u, pour tout entier n du do-
maine de définition

Remargue :
Il existe des suites qui ne sont ni croissante ni décroissante : u, = (—1)"

Ce qui se passe pour les premiers terme de la suite n’entre pas en compte dans
la variation d"une suite

1.4 Comment montrer la monotonie d’une suite

1.4.1 Technique algébrique

Eeﬁle | : Pour montrer la monotonie d'une suite, on étudie la signe de la

quantité u, 1 — uy
si la quantité est positive (resp négative) a partir d'un certain rang, la suite
est croissante (resp décroissante
Si tous les termes de la suite sont positifs a partir d'un certain rang, on étudie
LU
la quantité —ntl
u

n
si cette quantité est supérieure a 1 (resp inférieure a 1), la suite est croissante
(resp décroissante).

Exemples :

2

> Montrer que la suite (1) définie pour tout n par : u, = n* — n est crois-

sante.
Etudions le signe de la quantité : u,, 1 — uy,

Upa1 — Uy = (n+1)> = (n+1) — (n®> —n)
=’ +2n+1-n—-1-n’>+n
=2n
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4 1 SUITE

Or pour tout n € N, on a 2n > 0, donc u, 1 — u, > 0. La suite (u,) est
croissante a partir du rang 0.

n

> Montrer que la suite (u,) définie pour tout n € IN* par : u,, = o est
croissante. o
Comme pour tout n € IN*  u,, > 0, comparons le rapport Z: al:
on+l
g1 n+1 2" on 2n
Uy, 2" n+1 2" n+1
n

Or n > 1, en ajoutant n de chaque co6té de I'inégalité, 2n > n + 1, donc :

2n

>1
n+1

u ) . . .
Comme Vn > 1 ZH >1, lasuite (uy,) est croisante a partir du rang 1.
n

1.4.2 A l’aide de la variation de la fonction associée

Théeoréeme | : Soit (1) la suite définie par u,, = f(n) ou f est une fonction
définie sur un intervalle [ng ; +oo[ ot ng € IN

Si la fonction f est croissante (resp décroissante) sur [ng ; +oo| alors la suite
est croissante (resp décroissante) au partir du rang .

Exemple : Soitla suite (u,) définie pour toutn > 2 par u, = v/n — 2. Montrer
que la suite (u,) est croissante.

Onau, = f(n)avec f(x) = vx—2

Comme la fonction x +— x + 2 est croissante sur [2 ;4+oo[ et a valeur dans
[0 ; +o0[, intervalle sur lequel la fonction x — /x est croissante, la fonction f est
la composée de deux fonctions croissantes.

f est donc croissante sur [2 ; oo et donc la suite (u,) est croissante a partir
du rang 2
1.5 Visualisation d’une suite

Pour visualiser une suite définie par récurrence u, = f(uy,), il suffit de tracer
la courbe de la fonction associée f et la droite y = x. La droite sert a reporter les
termes de la suite sur I’axe des abscisses.

Exemple : Soit la suite (u,) définie par :

Ug = 0,1
U1 = 2uu(1 —uy)

On obtient alors le graphe suivant :
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2 Suite arithmétique (rappels)

2.1 Définition

Defivition 2 : Une suite arithmétique (uy,) est définie par :

= un premier terme g ou u,
> une relation de récurrence : u, | = u, +r r étantla raison de la suite

Remargue : Une suite arithmétique correspond a une progression linéaire

2.2 Comment la reconnait-on?

Une suite est arithmétique si la différence entre deux termes consécutifs est
constante. Cette constante est alors la raison.

Vn=>rp Uy4+1 — Uy = constante

2.3 Expression du terme général u, en fonction de n et du pre-
mier terme

Regle 2 : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r
> Si le premier terme est u, alors : u, = ug + nr

> Sile premier terme est uy, alors : u, = u, + (n — p)r
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6 3 SUITE GEOMETRIQUE (RAPPELS)

2.4 Somme des premiers termes

Théoreme 2 : D’ne fagon générale, la somme des premiers termes d’une
suite arithmétique obéit a :

Y. termes extremes

S, = Nbre de termes x

2
1
Sp =14+2+43+---4+n alors Sn:@
Ug + Uy
S, =ug+u; +uy+---+u, alors Sp=(n+1) —
Uy +u
Sp=1up+up1+up2+---+u, alors Sn:(n—p—kl)(%)

3 Suite géométrique (rappels)

3.1 Définition

Defivition 4 : Une suite géométrique (u,) est définie par :

T’ un premier terme g ou u,
> une relation de récurrence : 1,1 = g X u, q étant la raison de la suite

Remargue : Une suite géométrique correspond a une progression exponen-
tielle.

3.2 Comment la reconnait-on?

Une suite est géométrique si le quotient entre deux termes consécutifs est
constant. Cette constante est alors la raison.

u
Vn>p —1 — constante
Un

3.3 Expression du terme général u, en fonction de n et du pre-
mier terme

Regle 3 : Soit (u,) une suite géométrique de raison g
> Si le premier terme est ug, alors : u, = g" X up

= Si le premier terme est u,, alors : uy, = "7 X u,
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3.4 SOMME DES PREMIERS TERMES 7

3.4 Somme des premiers termes

Théeoreme 3 : D’une facon générale, la somme des premiers termes d’une

suite géométrique (g # 1) obéit a:

1— q nbre termes
S, = 1% terme X
l—gq
1_qn+1
Sy =ug+uy +uy+---+u, alors Sy = ug X T
1_qn—p+l
Sn=up+up1+upp+---+u, alors Sp=up x -

3.5 Limite d’une suite géométrique

Théeoréme 4 : Soit une suite (u,) définie par : u, = g" (avec g € R)
> Sig > 1alors (u,) est divergente et lirJr: g" = 400
n—-—+00

> Sig = 1alors (u,) est constante (donc convergente vers 1)

o Si —1 < g < 1alors (u,) est convergente et lil}g g" =0
n—-—+oo

o Sig < —1alors (uy) est divergente et n’a pas de limite

4 Le raisonnement par récurrence

4.1 Intérét du raisonnement par récurrence

Considérons la suite (u,), définie pour tout n € IN, par :

Up =0

Cette suite est définie par récurrence (chaque terme dépend du précédent).
On souhaiterait obtenir une formule permettant de calculer explicitement u, en
fonction de n. A premiére vue, cette formule ne saute pas aux yeux. Dans une
telle situation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant pour se faire
une «idée ».

Ici, nous avons :

u; =2up+1=1
U =2u1+1=3
Uz = 2us + 1=7
ug =2uz3+1=15
us =2uy +1 =31
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8 4 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Nous pouvons remarquer que la suite (u,) semble obéir a une loi toute sim-
ple : en ajoutant 1 a chaque terme, on obtient les puissances successives de 2.
Nous pouvons donc émettre la conjecture suivante :

pourtout neN, u,=2"-1

Attention, une conjecture n’est pas une preuve (ni une affirmation nécessai-
rement vraie, certaines conjectures se révelent parfois fausses...). Ce n’est que
I’énoncé d"une propriété résultant d’un certain nombre d’observations.

Alors comment confirmer, par une démonstration, la propriété conjecturée ci-
dessus?

Notons P la propriété, définie pour n € IN, par :

Supposons un instant, que pour un certain entier #n, on ait effectivement la
propriété P(n) u, =2" -1

Alors, on aurait :
Upyr =2uy +1=202"-1)+1=2""1_1

Cequiest P(n+1).

Autrement dit, si la propriété est vraie a un certain rang n alors elle I’est éga-
lement au rang suivant.
On dit que la propriété P est héréditaire.

On a vérifié que la propriété P était vraie aurangn =0, 1, 2, 3, 4, 5 (on dit
que la propriété P est initialisée). Mais comme elle est héréditaire, elle sera vraie
encore au rang n = 6, puis au rang n = 7 etc... Si bien que notre propriété est
finalement vraie a tout rang.

4.2 Axiome de récurrence

Defivitien S : Soit une propriété P définie sur N

Si:

> La propriété est initialisé a partir d'un certain rang ng

> La propriété est héréditaire a partir d'un certain rang ng (c’est a dire que
pour tout n > ng alors P(n) = P(n+1)

Alors :
La propriété est vraie a partir du rang ng

Le raisonnement par récurrence s’apparente a la théorie des do-
minos :

’-] } On consideére une suite de dominos.
A
d
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4.3 EXEMPLE DE REDACTION 9

Comme le premier tombe alors le second tombera, puis le troisieme, ... etc...

Conclusion : si le premier domino tombe alors tous tomberont.

Tout repose en fait sur le principe de propagation «si 1'un tombe alors le
suivant aussi ».

C’est une sorte de réaction en chaine. Une seule étincelle, un seul domino qui
tombe et tous seront par terre!

Le raisonnement par récurrence comporte deux phases :
> prouver que le premier domino tombe.
> établir le principe : sile n® domino tombe alors le suivant (le numéro n + 1)
tombera.
Si on démontre ces deux choses alors la réaction se déclenche. Donc la pro-
priété est démontrée pour tous les dominos!

Sauf qu’ici, un domino numéro n qui tombe est une propriété ou une for-
mule vraie au rang 7.

4.3 Exemple de rédaction
Démontrer I'inégalité de Bernouilli :
Vx € [0;400], (1+x)">14nx

> Ona P(0) puisque (1 + x)° > 1+ 0x pour tout x € R
= Montrons que, pour toutn € IN :

P(n)=Pn+1)
Soit n € IN Supposons P(n) :
(1+x)">1+nx

Or, 14+ x > 0, donc en multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on
obtient :

(1+2)" > (14 nx)(1+x)

(1+nx)(14+x)=14+x+nx+nx> =1+ (n+1)x + nx?
et comme nx% >0
(1+nx)(1+x) =21+ (n+1)x
D’ou
(1+x)"1>14+m+1)x
ce quiest P(n+1).

Conclusion:on a:

P(0)
VneN, Pn)=Pn+1)
Donc:Vx € [0; +o0], (1+x)" > 1+ nx
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10 4 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

4.4 Application aux suites

La suite (u,) est définie par :
up=1 et uyy1 =vV2+uy

a) Démontrer que pour tout naturel n, 0 < u, < 2
b) Prouver que la suite est strictement croissante.

0= 0= N0=) QOSHI0S) QLS QS =1 =i 0= =1 J0=)JN0=1 0= 0= JO= 0= J0=) 0S¥

a) Montrons I’encadrement de u,, par récurrence.
Montrons la propriété P(n) :

VneIN 0<u, <2
Initialisation : on a up = 1 donc 0 < uy < 2. P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que 0 < u;,; < 2, montrons que 0 < 1,1 < 2.

Soit la fonction associée a la suite : f(x) = /x + 2. Cette fonction est la com-
posée de deux fonctions croissantes, donc la fonction f est croissante.

0<u, <2

comme la fonction f est croissante, on a:

f(0) <f(un) < f(2)
donc
V2 <Up41 <2
et donc
0 <uyiq <2

La proposition P (n) est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et 1'hérédité, la proposition P(n) est vraie pour
tout n.

b) Montrons par récurrence que la suite (u,) est croissante.
Initialisation : on a 1; = v/3 donc u; > 1. La proposition est initialisée.

Hérédité : supposons que u,,41 > u,, montrons alors que u, 3 > 4.

Ona: wu,iq>uy

comme la fonction associée est croissante sur |0;2[, on a:
f(unia) > f(un)
Up42 > Upyq

La proposition est donc héréditaire.

Par initialisation et hérédité, la suite (u,) est croissante.
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