TERMINALE S

Correction convtréle de MAtkéMAtiiues

Av mardl 22 Novembre 20I

Exercice |

Equation différentielle (6 points)

Partie A : ROC

1) fo(x) = —g ,ona:
fix) =0 et afo(x)+b=-b+b=0
La fonction fo est donc solution de I'équation (E).

f"=af +b
fi=afo+b

Par soustraction des deux égalités, on obtient :

f'— f; =af —afy
(f = fo) = a(f - fo)
La fonctionf — f; vérifie donc I'équatiory’ = ay

3) On a alors, par application de I'équatign= ay

(f = fo) (x) = 9(x) = Ke**
On obtient alors la solution généraiale I'équation (2) :

f(x) = Ke™ + fo = ke""x—g1

Partie B

1) L'équation diférentielle revient a :

V() = —1—10\/(0 +3

On obtient alors les solutions suivantes :
t 3 t
v(t) = Ke 10 + — = Ke 10 +30
10

Commev(0) = 0, on aalors K + 30= 0, soitKk = -30
On obtient alors la solution :

t t
V(t) = —30e 10 + 30 = 30[1 - e_l_OJ

2) Soit la solution généralg, commef et f, vérifie (E), on a le systéme suivant :
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2) a) On dérive, on obtient :
1 t t
=30|-[-—)e 10| =3e 10
V(1) 30[ ( 1O)e ] 3e

Donc sur [0+oo[, V/(t) > 0, la vitesse est donc toujours croissante.

lim L Par composition
b) tote 10 L
lim e =0 lime 10 =0

t——c0 t—+o00

Par somme et produit, on a donct: Im(t) = 30
—-+00
L
3) Onveutque/(t) <0,1,cestadired 10 <0,1
t

On rentre la fonction — 3e_E dans la calculette, on trouve alors= 34
A partir de 34 s la vitesse du cycliste est donc stabilisé.

Exercice 2

Limites, dérivées, équation et inéquation (6 points)

1) Déterminer les limites suivantes :

Im — =+
g1 e 1 am X Par somme
a) =—-—-—,ona:
X X X . im — =+
Im ——=0 Xx—+00 X
X—+o0 X

_ . X—>-—o0
b) (1+Xe’=e+xeona: ", = ., Jim (1+x)e°=0

X——00

lim e*=0 } Par somme

c) ezx—ex+2:ezx(1—i+£),ona:

e e
. . 1 .2
lim e =+ , Ilm-==0 et Ilm—=0
X—>+00 X—+00 X400 @2X

Par somme et produit,ona: lie®* — e +2 = +co

X—+00

d) On fait un changement de variable<:= 2x, six — 0 alorsX — 0.on a:

ezx_l—Zx—ex_l et Iim—ex_l—l
X X x-0 X
X_
Par produit,on a: Iigﬁelezz
X—
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2) Déterminer la fonction dérivées des fonctions suivantes
f/(X) = (2x - 2)€* + (X* — 2X)€* = (X* — 2)&*

, _e;1( 1 e;l(_ x-1 e;1(
909 = ”(7) =%
3e(e? + 1) - 6e"¢®  3eX(1- €%

"N=""ex1r =~ @iy

3) Résoudre I'équation et I'inéquation suivante d&ans
Pour I'équation E), on pose X = €%, avecX > 0, I'équation devient alors :
X?+X-2=0 onaalorsX; = 1 (racine évidente) et = —2 < 0 (non retenue).

On revient alors X :
X=1 & x=0 donc S={0}
Pour I'inéquation (), on peut faire un produit en croix cef+ 1 > 0, on obtient alors :

€+3>2"+2 & —€>-1 o €£f<1 o x<0

Onaalors: S =] — o,0[

Exercice 3

Etude d’'une fonction (8 points)

1) X——00
lim & = +co Jim €7 = +oo

X—+00

Par somme et quotient : lini(x) = 0. L'axe des abscisses est asymptote horizontale
X——00
ala courbe@) en—co

lim —x = +oo } Par composition

X—+00
lim e*=0

X—+00

lim e =0

X——00
Par somme et quotient : limi(x) = 1. La droite d’équatiory = 1 est asymptote
X——00
horizontale a la courbe&2) en+co

lim —x = —oo } Par composition

—eX e
Tdren2 (1+er?
CommeYxe R €>0 alors f’(x) > 0. La fonction esf est strictement croissante
SurR.

3) On obtient le tableau de variation suivant :

2) f/(x) =

X —00 0 —00
f(X) +
W
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4) L'équation de la tangente erest: y = f’(a)(x—a) + f(a), poura=0,ona:

, 11
y = f'(0)x+ f(0) = ZX+§

5) a) Ona:
’ ’ 1

P9 =109~
e 1
T (1+e)? 4
deX-1-2e*-e*
- 4(1+ )2
-1+ 2e* - (e7)?
T 41+ e
_ (1 _ e—X)Z

(1-e)?

Commey(0) = 0, on en déduit :

b) Six#0,0na:- < 0 lafonctiony est donc strictement décroissante.

[0 Six< 0, lacourbeC est au dessus de la tangenté. (
O Six> 0, la courbeC est en dessous de la tangenté. (
Le pointA est donc un point d’inflexion.

6) Voir a lafin.
. . 1 .
7) a) Il faut faire une translation de vecteujz‘—f de la courbe() pour obtenir la courbe

(Cy).
b) On réduit la forme dg(x) :

() = 1 1 1-¢e*
= e " 27 2+ e
Montrons que la fonctiog est impaire. Pour tout réel, on a :

1-e eer-1l)  ed-1
2(1+e) - 2eX(ex+ 1) - 2(e>* + 1) =-g(x)

9(-x) =
La fonctiong est impaire et donc la courlal est symetrique par rapport a l'origine.

: 1
c) Par une translation de vecteyy de la courbeC,, on retrouve la courb€. Le

point O se transforme alors el La courbeC est donc symétrique par rapport au
point A.

8) La fonctionf est continue (car dérivable) et strictement croissant®&gur > 0). De
plus f(R) =]0;1[ et 2 €]0, 1[, donc:
d’'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existeiniquea € R tel que
f(a) =2

On trouve a l'aide de la calculette, I'encadrement suivahtQ98 < o < 1,099
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9) Question bonus:
L'équation de la tangente e a pour équation :

y=f(@(x-a)+f(a) e y=f(ax-af(a)+f(@)

Pour que cette tangente passe par 'origine, il faut donc euad’(a) + f(a) = 0. On
aalors:

_ ae? N 1
(1+ed2 l+ea

—aed+1+¢et 3

=0

(1+e?3)y?
—ae?+1+e?=0
—a+€8+1=0

oronsaitque YaeR € >a donc:

ef>a-1 o € -a+1>0 V¥xeR

L'équation n’a donc pas de solution. Il n’existe donc pasaigénte a la courk@ qui
passe par l'origine.
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