TERMINALE S

Exevrcices.

Ces Nombres chPlexas

Exercice |

Aspect géométrique

1) Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemlpeidéed dont I'affixe z vérifie
I'égalité proposée.
a)lz=3 b) Re@) = -2 c) Im@ =1

2) a) D est le point de coordonnées/8; 3). Quel est sonfhixe ?
b) On donne les point&, B, C d’affixes respectives :
Zn=V3+i, zm=-V3-i, z=2
Calculer le module et un argument pour ces tréiixes. Que peut-on déduire pour
les pointsA, B etC.

c) Placer les point#, B, C etD a la régle et au compas.
d) Quelle est la nature du quadrilat&x®CD. Pourquoi ?
e) Quel est I'éfixe du pointE tel queODEBsoit un parallélélogramme ?

Exevrcice |

Opération dansC

Donner la forme algébrique des complexes suivant :

1) z=3+2-1+3i 7) z=(4- 3i)?
2) z=-4+7i—(2+ 4)

3) z=12-3i - 4-5+8)) 8) z=(1+0)(2-3)(1+1)

4) z=(2+1)(3-2i) 9) z=(2+1)*(1-2i)
5) z=(L+i)y o), (Y2 V2\(_N2 2
6) z= (3+iV5)(3-iV5) 2= |- i || i
Exevrcice |l
Rendre réel un dénominateur
Donner la forme algébrique des complexes suivants :
1 4 — 6i 3 - 6i 4
Dz=77 =35 N2=37 35
1 5+ 15 . .
2) z= 5) 7= _(A-61)\(1+3i
v ) Tva ? Z—(m)(:m
1 1+2
N2=13 02=173
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EXERCICES TERMINALE S

Exevrcice [V

Résolution d’équation du premier degré dansC.
Résoudre danS les équations suivantes. Donner la solution sous forméatgée.

1) (1+i)z=3—] 2 2L _y
L z-1
2) ZZ+1-i=iz+2
3) (Z+1-i)(iz+3)=0 5 (iz+1)@z+3i)(z-1+4i))=0

Exevrecice V

Systéme dan<
Résoudre les systemes suivants dans

3z+Z=2-5i 3 2iz+7Z =2

Z2—-7Z =-2+1 3Z-iZ =1
5 3z+Z =5+ 2i 2) z—-7Z =i

-z24+7Z=1-2i iz+7Z =1

Exevrcice VI

Nombre conjugué

1) Donner la forme algébrique du conjuguées complexes suivants :

a)z=3-4 d)z:2i+1+1_2i

b 7— 1 i+2  2—i
)Z=77

C)Z_s—i e)z_2i+1_1—2i
1+ T i+2 2-i

2) Soitz = x + iy avecx ety réels; on not& le nombre complexeZ = z— 2z + 2.
a) Calculer en fonction deety la partie réel et la partie imaginaire de
b) Résoudre dars I'équation :Z = 0 d’inconnuez.

3) Résoudre dars les équations d’inconnuesuivantes :
a) Z=i-1
b) (2z+1-i)(iz+i-2)=0
C) f_—l =i

4) Soitz= x+ iy avecx ety réels.
A tout complexez, on associ€ = 27— 2 + 6i.

a) Calculer en fonction de et dey, les parties réelle et imaginaire de
b) Existe-t-il des complexetels queZ = z?
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EXERCICES TERMINALE S

5) Dans le plan complexé/ est point d’dfixez = x + iy, x ety réels. A tout complexe,

. z
z+ 1, onassociezZ = ——
z-1

a) Exprimerz + Z en fonction dez etz

b) Démontrer que € est un imaginaire pur » est équivaut dest un point d'un
cercle privé d’'un point ».

Exevrcice VI

Equation du second degré

1) Résoudre danS, chacune des équations suivantes.

a) 222-6z+5=0 d) Z2=2z+1
b) Z2-52+9=0 e)Z+3=0
c) 2-2z+3=0 ) Z2-2(1+ V2)z+2(V2+2)=0

2) O estunréel donné
a) Résoudre I'équatiorE) : z22-2cos#z+1=0

b) Dans le plan complexe (OT, 7), A et B sont les point ayant pourfixe les
solutions de I'équationE). Quelles sont les valeurs dgour lesquelles le triangle
OABest équilatéral ?

3) Résoudre dans le systeme suivant{ sz :25: 5
4) Trouver le complex@ etqtels que I'équation :
Z +pz+q=0
admette pour solutions les nombres+ 2i et 3— 5i

5) Résoudre dars les équations suivantes :
a)Z+32+2=0
b) 2 - 322 - 144=0

Exevrcice VIl

Equations de degré supérieur
1) On pose pour tout complexe
f(9 =2 -2(V3+D)Z2+4(1+iV3)z-8i

a) Vérifier que : f(2) = (z—- 2i)(Z - 2V3z+ 4)
b) Résoudre dars I'équation: f(xX) =0
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EXERCICES TERMINALE S

2) a) Résoudre darlI'équationz? + z+ 1 = 0 puis déduire les solutions ¢&— 1 =0

V3

b) On désigne payle complexe :—} +i—

P 2 2
O Calculerj?, j3, j200%
0 CalculerS =1+ j+ j2+---+ j2006

3) On considére le polynéme P(2) = Z* — 192° + 52z - 40
a) Déterminer les réesetbtels que : P(2) = (2 + az+ b)(Z + 4z + 2a)
b) Résoudre alors dads I'équation: P(z) =0

4) Pour tout complexg, on considére :
f(2) =2 - 102 + 382 - 90z + 261

a) b est réel. Exprimer en fonction deles parties réelle et imaginaires tig).

b) En déduire que 'équatiof(z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs comme
solution.

c) Démontrer qu'’il existe deux nombres réel®t 8 que I'on déterminera, tels que,
pour tout nombre complexg

f(2 =(Z+9Z +az+p)

d) Résoudre alors danig I'équationf(2) =0

Exercice X

Forme trigonométrique d’un nombre complexe

1) Donner la forme trigonométrique des nombres complexearsts :

a)z =2+2iV3 C) z3=4-4i e) z5= -2
b) z=-v2+iV2 d)z4:—}+ﬂ3 ) zg= —
4 4 1-i
2) Dans le repére orthonormal direct,on a re- B 0 A
présenté le carré ABCD ci-contre. 1
Donner l'dfixe et un argument de chacun -1l o T
des sommets du car&BCD
c -1 D

3) A l'aide d’une calculatrice, donner une valeur approcad®? prés d’un argument
de chacun des nombres complexes suivants :

a)z=4-3i b) z=1+2i C) z=-2+i
4) Trouver une forme trigonométrique de chacun des nomlu@plexes suivants :

1-iv3 V3 +i)°
a) z=(1-i)? b) z= 1J'ri C)Z=ﬁ
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Exercice X

Ligne trigonométrique

. 6-iV2 .
On donne les nombres complexes suivants = q et =1-i
1) Donner une forme trigonométrique de z, et?
2
2) Donner la forme algébrique eﬁé
2
3) En déduire que :
cosﬂ—\/éJr\/E et sinﬂ—\/é_\@
12 4 12 4

Exercice Xl

La formule de Machin
T

On rappelle que pour tou réelt > 0), il existe un unique réel de [0; >

[telque
tana =t : ce réel est noté taht.
1) Donner la forme algébrique de= (5 - i)*(1 + ).

1 1
2 = 1 — = 1 —_—
) On poser = tarm 5 etg = tam 39

Montrer que—a est un argument de-5i et—3 un argument de.

En déduire que & — B = g [27]

3) Prouver en fait qued — 3 = %

1 1 . .
Note : La formule = = 4tarr1§ — tarr? 239 permit a John Machin, en 1706 de
calculer les 100 premiéres décimalessmde

Exercice Xl

Forme exponentielle

1) Donner une forme exponentielle de chacun des complexemss!:

a) zy =2V3+6i b) z = (1+iV3)* c) 23:2(cosg—ising)

2) Dans chacun des cas suivants, écrzzeous la forme exponentielle et en déduire la
i 1
forme algébrique de z et >

a) z= % b) z= (1+iV3)* c¢) z=3ie'3 d) z=-12¢'
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Exercice Xl

Ensemble de points

Déterminer et construire I'ensemble E des points dortiXe z vérifie la condition
proposeée.

1) z=3e'* avec « € [0; 2n]
2) z=re'" avecr € [0; +o9f
3) z=ke's aveckeR

Exercice XIV

Ensemble de points

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direcﬂov}).
On appellef I'application, qui, a tout nombre complexalifférent de-2i, associe

Z—-2+i
zZ+2i
1) Onpose = x+iy, avecx ety deux réels, exprimer la partie réelle et la partie imagaair
deZ en fonction dex et dey.
X2 +y? —2X+ 3y +2
X2+ (y+ 2)?

Z=1(2)=

On vérifiera que R&) =

2) En déduire la nature de :
a) I'ensembleE des pointdV d’affixe z, tels queZ soit un réel ;

b) 'ensembleF des pointsM d’affixe z du plan, tels qu& soit un imaginaire pur
éventuellement nul.

c) Représenter ces deux ensembles.

Exercice XV

La Réunion juin 2010

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal c('(r)aa? , 7).

On consideére le point A dieixe 1+ 1.

On associe, a tout poiMd du plan d’dfixe znon nulle, le point’ d’affixe
z-1-i

Z = .
z

Le pointM’ est appelé le point image du poivt

1) a) Déterminer, sous forme algébriquefiiXe du point B, image du point B d’fiixe
i

b) Montrer que, pour tout poiriél du plan d’'dfixe z non nulle, I'dfixe Z du pointM’
est telle que # 1.

2) Déterminer 'ensemble des poiritsdu plan d’dfixe z non nulle pour lesquels lfixe
du pointM’ est telle quez| = 1.

3) Quel est 'ensemble des poinsdu plan d’dfixe znon nulle pour lesquels lfaxe du
point M’ est un nombre réel ?
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Exercice XVI

Complexe et fonction

Le plan complexe est rapporté a un repere orthnormal di&cﬁ)(, 7).

A tout point m d’affixe z, on associe le poinM d’affixe : Z = %IZP On note
z=re% etZ = pe’
1) Exprimerp etf en fonction de eta.
2) On note?’ le cercle de centre O et de rayon 1 et T le pointiika 1—i.

a) Quel est I'ensemble des poir¥slorsquem décrit le cercleg” ?

b) Quel est 'ensemble des poirtslorsquem décrit la demi-droite [OT) ?

3) On notef la fonction définie sut = [0; +oo[ par :

3

=27

a) Etudier les variations dé et en déduire qué est strictement croissante suet
gue 'image dd par f est I'intervalle [O; 1[.

b) En déduire que, lorsqua est un point quelconque du plan complexe, le pdint
est un point d’un disque que I'on précisera.

Exercice XV

Complexe et géométrie

1) Ondonne les points A, B et C dfixes respectives, b etc

3. . 7.
a_1+Z| b—Z—ZI C_3+ZI

a) Placer les points A, B et C.
b) Quelle est la nature du triangle ABC ?
c) Calculer I'dfixe de A’ tel que ABAC soit un carre.

2) Les points A, B, C, D ont pourfiéixes respectives
a=2-2, b=-1+7, c=4+2, d=-4-2i

a) Qestle pointd#fixew = -1+ 2i
Prouver que A, B, C, D appartiennent au cercle de ce&nteede rayon 5.

b) On notee I'affixe du milieu E de [AB].

. a-e c-e
Calculeze puis prouver que—e = e

La droite (EA) est une droite remarquable du triangle DE@cyser laquelle.

3) A et B ont pour &ixes respectives 1 et-82i.

Dans chacun des cas, donner 'ensemble des pbidont I'affixe z satisfait la condi-
tion suivante :
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a)lz-1 =|z-(3+2i) b) z-(3+2) =1

Exercice XVl

Ensemble de points

Sur la figure ci-contre, on a placé les
points A, B, C d’'dfixes :

a=-i, b=2+i, c=-1+3i

et les droitesA et A’ médiatrices de
[AB] et [BC].

1) a) Prouvez que:
M@ eA & |z-(-D=z-2-1]

b) Caractériser de maniére analogue I'appartenance d’'um ptiz) a la médiatrice
A/
c) Représentez I'ensemble des poikt§&) tels que :

z+i|=1]z—2-i|=|z+1- 3|
2) a) Quel estI'ensemblg’ des pointdV(2) tels que :
z+i| > |z—2-1]
b) Quel est 'ensemble”’ des pointdM(2) tels que :
z+1-3i|>|z- 21
c) Coloriez la région du plan qui représente I'ensemble degpbi(2) tels que :

z+i|>1z—2-1] et [z+1-3i|>|z—2-1]

Exercice XIX

Asie juin 2004

A est le point d’dfixe 3.
On appellef la fonction qui, a tout poinM d’affixe z, distinct de A, associe le point
M’ d’affixe Z définie par :
3iz-7
Z = ,
z-3i
1) Recherche des points invariants parf

a) Développeza- 7i)(z+1).
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b) Prouver quef admet deux points invarian®&et C dont vous préciserez les coor-
données.

2) On appelleg’ le cercle de diamétre [BC].
M désigne un point d& (M # B, M # C) etM’ son image paf.
a) Justifiez que I'iixezde M est telle que :

z=3i +4e" ou A estun nombre réel

b) Exprimez I'dfixe Z de M’ en fonction de) et en déduire qu#l’ appartient aussi a
©.

c) Démontrez que = —z puis en déduire, en la justifiant, une construction géomé-
trique deM’.

3) On considére un cercle de centre A et de ray(nréel positif).
Précisez I'image de ce cercle pfar

Exercice XX

Liban mai 2000

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal c('ﬂaa?, 7).

On consideére les points A et B dlixes respectiveiset —i.

Soit f I'application qui a tout pointM du plan d’'dfixe z distincte de-i associe le
point M’ d’affixe Z telle que

/- 1+ |z
Z+i
1) Quelle est 'image par I'applicatioh du point O ?
2) Quel est le point qui a pour image par I'applicatibfe pointC d’affixe 1+ i ?

) . 1+iz . . .
3) Montrer que I’equatlonﬁ = zadmet deux solutions que I'on déterminera.

L i(z-1) L. AM
4) Vérifier quez = — en déduire ' = — et:
) q Z+1 BM

(U,OM’ ):(MB, MA )+g+2kﬂ aveck e Z.

5) Montrer que tous les points de I'axe des abscisses ot ieages par I'applicatiof
situées sur un méme cerclé)(que I'on précisera.

6) SoitM un point du cercle de diametre [AB]fiiérent de A et de B, montrer que son
imageM’ est située sur I'axe des abscisses.

Exercice XX

Rotation et homothétie

Dans le plan complexe, rapporté au repéere orthonormaltd'rfbaT, 7), on désigne
par A, B et C les points dféixes respectives

a=i, b=2+3 et c=2-3i

1) Placer les points A, B et C.
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2) Soitr la rotation de centre B et d’ang%
Déterminer I'dfixe du point A, image du point A par la rotation

3) Démontrer que les points' AB et C sont alignés et déterminer I'écriture complexe de
I’'homothétie de centre B qui transforme C eh A
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