
Terminale S

Exercices
Limites de suites

Exercice 1

Limite d’une suite

Dans les exercices suivants, déterminer la limite de la suite (un) en précisant le théo-
rème utilisé.

1) un = 1+
1
2
+

1
2n
+ · · · +

1
2n

2) un =
cos(2n)
√

n
, n ∈ N∗

3) un = n+ 1− cosn

4) un =

√

4n− 3
n+ 1

5) un = cos

(

2nπ
3n+ 1

)

6) un =
en − 1
2en + 3

7) un = e−n

8) un = ln(2+ e−n)

9) un =
3n2 − 4
n+ 1

− 3n

10) (un) et (vn) sont les suites définies par :



















u0 = 3

un+1 =
1
3

un − 2
et vn = un + 3

a) Démontrer que la suite (vn) est géométrique.

b) Calculervn puisun en fonction den
On noteSn = v0 + v1 + · · · + vn etS′n = u0 + u1 + · · · + un

c) CalculerSn etS′n en fonction den.

d) En déduire les limites des suites (Sn) et (S′n)

Exercice 2

Monotonie et convergence

1) (un) et (vn) sont les suites définies par :un =
1

√
n2 + 1

etvn =
1
n

a) Prouver que 1 est un majorant deun

b) Prouver que pourn > 1, on aun < vn

c) De ces deux renseignements, lequel est le plus intéressant ?

2) Pour les exercices suivants, préciser si la suite (un) est majorée, minorée, bornée.

a) un = sinn

b) un =
1

1+ n2

c) un = 2n

d) un = n+ cosn

e) un = (−1)n × n2

3) La suiteun est définie pourn > 4 par :un =
1

n2 − 5n+ 6

Prouver que la suite (un) est majorée par
1
2

. On pourra étudier la fonction associée.
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exercices Terminale S

4) Répondre par vrai ou faux aux propositions suivantes en justifiant votre réponse.

a) Si un suite n’est pas majorée alors elle tend vers+∞

b) Si une suite est croissante alors elle tend vers+∞

c) Si une suite tend vers+∞ alors elle n’est pas majorée.

d) Si une suite tend vers+∞ alors elle est croissante.

Exercice 3

Convergence

La suite (un) est définie par :u0 =
3
2

etun+1 = u2
n − 2un + 2

1) Visualiser la suite sur votre calculatrice. On prendra :Xmin = 0, Xmax = 2, Ymin = 0,
Ymax= 2

2) Démontrer, par récurrence, que pour toutn : 1 6 un 6 2

3) a) Démontrer que pour toutn : un+1 − un = (un − 2)(un − 1)

b) En déduire que la suite (un) est décroissante.

4) Est-elle convergente ?

Exercice 4

Bac

Soit al suite (un) définie par :u0 = 0 et un+1 =
√

3un + 4

1) a) Prouver que (un) est majorée par 4.

b) Prouver que (un) est strictement croissante.

c) En déduire que (un) converge et déterminer sa limite

2) a) Prouver que pour toutn on a : 4− un+1 6
1
2

(4− un)

b) retrouver le résultat du 1c)

c) Etudier la convergence de la suite (vn) définie surN par :vn = n2(4− un)

Exercice 5

Limite par comparaison

La suite (un) est définie pourn > 1 par :

un =
n

n2 + 1
+

n
n2 + 2

+ · · · +
n

n2 + n

1) Démontrer que pourn > 1 :
n2

n2 + n
6 un 6

n2

n2 + 1

2) En déduire la convergence de la suite (un). Quelle est la limite de la suite (un) ?
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Exercice 6

Suite homographique

La suite (un) est définie par :u0 = 0 etun+1 =
2un + 1
un + 2

1) Démontrer par récurrence que :

a) pour toutn, un > 0 b) Pour toutn : un < 1

2) Démontrer que la suiteun est monotone et convergente.

3) La suite (vn) est définie pour tout entiern par :
un − 1
un + 1

Démontrer que (vn) est une suite géométrique. Préciser la raison et le premierterme.

4) Exprimervn, puisun en fonction den et trouver lim
n→+∞

un.

5) Trouver un entierN tel que, pour toutn > N : un > 0,99

Exercice 7

Suite et fonction continue

un) est la suite définie par :u0 = 0 etun+1 =
√

un + 6

1) Calculeru1, u2 etu3.

2) Prouver que la suiteun est croissante et majorée par 3. Que peut-on en déduire ?

3) Quelle est la limite de (un) ? Justifier la réponse

Exercice 8

Détermination d’une limite

On a tracé ci-dessous, la courbeC représentative def définie dansR par f (x) = ex−2,
ainsi que la droite d’équationyx

La suite (un) est définie surN par : u0 = 0 etun+1 = f (un).

1) Visualiser cette suite sur votre calcula-
trice. Quelle conjecture peut-on faire sur
les variations et la convergence de la
suite ?

2) Prouver à l’aide d’une raisonnement par
récurrence et les variation def que

a) la suite (un) est décroissante

b) et que pour tout n, on a :
−2 6 un 6 0. En déduire la conver-
gence de la suite.

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3 O

3) Détermination de la limites de (un).

a) Démontrer que l’équationf (x) = x a deux solutions et deux seulement dansR. On
pourra étudier la fonctionϕ définie par :ϕ(x) = f (x) − x

b) Exploiter la question précédente pour trouver un encadrement deℓ à l’amplitude
10−3
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Exercice 9

Suites adjacentes

1) Démontrer que les suites (un) et (vn) définie par : un =
n− 1

n
et vn = 1 +

1
n2

sont

adjacentes puis trouver leur limite commune.

2) Démontrer que les suites (un) et (vn) définie par : un =
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ · · · +
1
2n

et

vn = un+
1
n

sont adjacentes. Programmer sur votre calculatrice ces deux suites. Donner

alors une approximation de leur limite à 10−2.

3) Démontrer que les suites (un) et (vn) définie par : un = 1 +
1
22
+

1
32
+ · · · +

1
n2

et

vn = un+
1
n

sont adjacentes. Programmer sur votre calculatrice ces deux suites. Donner

alors une approximation de leur limite à 10−2.

4) (un) et (vn) sont deux suites définies paru0 = 0, etv0 = 2 et pour tout entier natureln,

un+1 =
3un + 1

4
et vn+1 =

3vn + 1
4

a) Démontrer par récurrence que :un 6 1 6 vn

b) Démontrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes et trouver leur limite commune.

Exercice 10

Bac

Soit la fonctionf définie sur l’intervalle [0 ; 2] parf (x) =
2x+ 1
x+ 1

.

1) Étudier les variations def sur l’intervalle [0 ; 2]. Montrer que six ∈ [1 ; 2] alors
f (x) ∈ [1 ; 2].

2) (un) et (vn) sont deux suites définies surN par :
u0 = 1 et pour tout entier natureln, un+1 = f (un).
v0 = 2 et pour tout entier natureln, vn+1 = f (vn).

a) Construire la fonctionf sur l’intervalle [0 ; 2].
Construire sur l’axe des abscisses les trois premiers termesde chacune des suites
(un) et (vn) en laissant apparents tous les traits de construction.
À partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation
et la convergence des suites(un) et (vn) ?

b) Montrer à l’aide d’un raisonnement par récurrence que :
Pour tout entier natureln, 1 6 vn 6 2.
Pour tout entier natureln, vn+1 6 vn.
On admettra que l’on peut démontrer de la même façon que :
Pour tout entier natureln, 1 6 un 6 2.
Pour tout entier natureln, un 6 un+1.

c) Montrer que pour tout entier natureln, vn+1 − un+1 =
vn − un

(vn + 1) (un + 1)
.

En déduire que pour tout entier natureln, vn − un > 0 et

vn+1 − un+1 6
1
4

(vn − un).
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d) Montrer que pour tout entier natureln, vn − un 6

(

1
4

)n

.

e) Montrer que les suites(un) et (vn) convergent vers un même réelα.
Déterminer la valeur exacte deα.

Exercice 11

Nouvelle-Calédonie 2005

On considère les suites(un) et (vn) définies paru0 = 0 ; v0 = 12 ;

un+1 =
un + vn

2
et vn+1 =

un + 2vn

3
.

1) Démontrer que la suite(wn) définie parwn = vn− un est une suite géométrique conver-
gente et que tous ses termes sont positifs.

2) Montrer que la suite(un) est croissante puis que la suite(vn) est décroissante.

3) Déduire des deux questions précédentes que les suites(un) et (vn) sont convergentes et
ont la même limite.

4) On considère la suite(tn) définie partn = 2un + 3vn. Montrer qu’elle est constante. En
déduire la limte des suite (un) etvn).

Exercice 12

Nouvelle-Calédonie décembre 2004

On considère les deux suites(un) et (vn) définies, pour tout entier natureln, par :















u0 = 3

un+1 =
un + vn

2















v0 = 4

vn+1 =
un+1 + vn

2
1) Calculeru1, v1, u2 etv2.

2) Soit la suite(wn) définie pour tout entier natureln par :wn = vn − un.

a) Montrer que la suite(wn) est une suite géométrique de raison
1
4

.

b) Exprimerwn en fonction den et préciser la limite de la suite(wn).

3) Après avoir étudié le sens de variation de suites(un) et (vn), démontrer que ces deux
suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

4) On considère à présent la suite(tn) définie, pour tout entier natureln, partn =
un + 2vn

3
.

a) Démontrer que la suite(tn) est constante.

b) En déduire la limite des suites(un) et (vn).

Exercice 13

La méthode d’Archimède

Dans un texte intitulé « De la mesure du cercle », Archimède imagine la première
méthode jamais proposée permettant, en théorie, le calcul de π avec une précision aussi
grande qu’on le souhaite. Ce problème suit les idées d’Archimède avec des méthodes
modernes.
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Soit C un cercle de rayon 1 : on
construit, pour toutn > 1 deux polygones
réguliersPn, et Qn , ayant 3× 2n côtés,Pn

étant inscrit dansC , et Qn, exinscrit àC

(voir la figure ci-contre).

Nous admettons que le périmètre du
cercle (égal à 2π) est encadré par ceux des
deux polygones. Dans la suite, on notepn

et qn, les demi-périmètres respectifs dePn

et Qn. Ainsi, pn < π < qn

C

P1

Q1

n = 1 (6 côtés)

1) Le casn = 1
Montrer quep1 = 3 etq1 = 2

√
3.

2) Expression depn, etqn

a) Évaluer, en fonction den, l’angle au centre qui intercepte l’un des côtés dePn ou
deQn.

b) En déduire les relations :pn = 3× 2n sin
(

π

3× 2n

)

et qn = 3× 2n tan
(

π

3× 2n

)

En pratique, ces expressions ne permettent pas un calcul numérique de pn, et qn. Dans
la suite, nous nous orientons vers un calcul de proche en proche.

3) Relations de récurrence

a) On poseα =
π

3× 2n+1
. Exprimerpn, etqn, en fonction den etα.

b) Exprimer sin(2α) et 1+ cos(2α) en fonction desinα et cosα.

c) En déduire que, pour toutn > 1 :
1

qn+1
=

1
2

(

1
pn
+

1
qn

)

et pn+1 =
√

pnqn+1

d) Calculerq2, et p2 à l’aide des relations précédentes.

4) Étude des suites (pn) et (qn)

a) Soita etb deux réels vérifiant 06 a 6 b.

Démontrer les relations :a <
√

ab< b (i) et a <
2ab

a+ b
<

a+ b
2
< b (ii)

b) Montrer par récurrence quepn < qn.

c) En déduire que la suite (pn) est croissante et que (qn) est décroissante.

d) Démontrer que, pour toutn > 1 : qn+1 − pn+1 6
1
2

(qn − pn). (On pourra utiliser (i)

et (ii) à bon escient.)

En déduire que, pour toutn > 1, qn − pn 6
1
2n

puis que les suites (pn) et (qn) sont

adjacentes.

e) Que vaut lim
n→+∞

pn et lim
n→+∞

qn ?

5) À l’aide d’une calculatrice, calculer les valeurs depn etqn jusqu’à obtenir un encadre-
ment den d’amplitude 10−10.
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Exercice 14

Antille-Guyane juin 2005

1) Démontrer que pour toutn deN∗ et toutx de [0 ; 1] :

1
n
−

x
n2
6

1
x+ n

6
1
n
.

2) a) Calculer
∫ 1

0

1
x+ n

dx.

b) Déduire en utilisant1., que :

pourn ∈ N∗
1
n
−

1
2n2
6 ln

(

n+ 1
n

)

(1)

puis que ln

(

n+ 1
n

)

6
1
n
.

3) On appelleU la suite définie pourn ∈ N∗ par :

U(n) =
k=n
∑

k=1

1
k
− ln(n) = 1+

1
2
+

1
3
+ · · · +

1
n
− ln(n).

Démontrer queU est décroissante (on pourra utiliser2. b..)

4) On désigne parV la suite de terme général :

V(n) =
k=n
∑

k=1

1
k
− ln(n+ 1) = 1+

1
2
+

1
3
+ · · · +

1
n
− ln(n+ 1).

Démontrer queV est croissante.

5) Démontrer queU etV convergent vers une limite commune notéeγ.
Déterminer une valeur approchée deγ à 10−2 près par la méthode de votre choix.
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