TERMINALE S

Exercices

Cimites de suites

Exevrcice |
Limite d’'une suite

Dans les exercices suivants, déterminer la limite de l& gui) en précisant le théo-
reme utilisé.

1 1 1
1) Un:1+§+§+...+§
21 _ —
2) Un:COS( ),neN* 5) U, = COS 2nr 8) Uy = IN(2 + ™)
3) u,=n+1-cosn 6)u—en_1 9) u, = 1 ~3n
4n -3 "T20+3
4) u, = o
" n+1 7) uh=¢e
U =3
10) (un) et (v,) sont les suites définies paf : 1 et V,=uU,+3
Un+1:§Un—

a) Démontrer que la suite{) est géométrique.
b) Calculerv, puisu, en fonction den
OnnoteS, =Vo+ Vi +---+VyetS, =ug+ U+ -+ Uy
c) CalculerS, etS;, en fonction den.
d) En déduire les limites des suite3) et (S;)

Exercice 2
Monotonie et convergence

1

n? +

. e 1
1) (un) et (v,) sont les suites définies paun, = etv, = -

§

a) Prouver que 1 est un majorantwe
b) Prouver que poun > 1, on au, < V,
c) De ces deux renseignements, lequel est le plus intétéssan
2) Pour les exercices suivants, préciser si la suifegst majorée, minorée, bornée.

a) U, = sinn C) U, =2" e) U, = (-1)" x n?
1
b) U =773 d) u, = n+cosn
. e _ 1
3) La suiteu, est définie poun > 4 par :u, = PO ——-

Prouver que la suitauf) est majorée paE. On pourra étudier la fonction associée.
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4) Répondre par vrai ou faux aux propositions suivantes difigu votre réponse.
a) Siun suite n'est pas majorée alors elle tend vers
b) Siune suite est croissante alors elle tend vers
c) Siune suite tend vers alors elle n’est pas majorée.
d) Siune suite tend versco alors elle est croissante.

Exevrcice 3
Convergence

. e 3
La suite (1,) est définie par uy = > etUn, 1 = U2 — 22Uy + 2

1) Visualiser la suite sur votre calculatrice. On prendk,in = 0, Xmnax = 2, Ymin = O,
Ymax: 2

2) Démontrer, par récurrence, que pour toutl < u, < 2

3) a) Démontrer que pour toat: Up.; — Uy = (Un — 2)(Un — 1)
b) En déduire que la suitel{) est décroissante.

4) Est-elle convergente ?

Exercice 4
Bac

Soit al suite (,) définie par up =0 et Uy1 = V3u, +4
1) a) Prouver quew,) est majorée par 4.

b) Prouver queyy) est strictement croissante.

c) En déduire quew;) converge et déterminer sa limite

1
2) a) Prouver que pour touton a : 4— Up,; < 5(4— Un)

b) retrouver le résultat du 1c)
c) Etudier la convergence de la suitg)(définie suiN par :v, = n?(4 — uy)

Exercice S
Limite par comparaison

La suite (1) est définie poun > 1 par :

U=y Ly
"TmR+1 m+2 N2 +n
2 n2

1) Démontrer que pour > 1 :

<U £ —
m+n " m+1

2) En déduire la convergence de la suitg) (Quelle est la limite de la suiteif) ?
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Exevrcice b
Suite homographique

. e 2u, +1
La suite (1) est définie par Uy = 0 etup,; = —
Us + 2
1) Démontrer par récurrence que :
a) pourtoun, u, >0 b) Pourtoun:u,<1

2) Démontrer que la suitg, est monotone et convergente.

. e : u
3) La suite ¢,) est définie pour tout entierpar : 01
n

Démontrer quey,) est une suite géométrique. Préciser la raison et le praari@e.
4) Exprimerv,, puisu, en fonction den et trouver lim u,.

N—+o00

5) Trouver un entieN tel que, pour toub > N : u, > 0,99

Exevrcice 1
Suite et fonction continue

u,) est la suite définie par Uy = 0 etu,.1 = Vu, + 6
1) Calculeruy, u, etus.
2) Prouver que la suite, est croissante et majorée par 3. Que peut-on en déduire ?
3) Quelle est la limite deug) ? Justifier la réponse

Exercice 8
Détermination d’'une limite

On atraceé ci-dessous, la courBeeprésentative dédéfinie dan® par f(x) = e*-2,
ainsi que la droite d’équatioyy

La suite (1) est définie suN par: ug = 0 etu,,1 = f(up).

1) Visualiser cette suite sur votre calcula-
trice. Quelle conjecture peut-on faire sur
les variations et la convergence de la
suite ?

2) Prouver a l'aide d’'une raisonnement par
récurrence et les variation deque

a) la suite (I,) est décroissante

b) et que pour toutn, on a
-2 < U, < 0. En déduire la conver-
gence de la suite.

3) Détermination de la limites dei).
a) Démontrer que I'équatiof(x) = x a deux solutions et deux seulement d&n©n
pourra étudier la fonctiop définie par p(x) = f(X) — x
b) Exploiter la question précédente pour trouver un encaent def a 'amplitude
1073
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Exercice &
Suites adjacentes

1) Démontrer que les suiteg,] et (v,) définie par : u, = n%l etv, = 1+ n_12 sont
adjacentes puis trouver leur limite commune.

— + 1 + -+ — et

n+1 n+2 2n

Vp = un+% sont adjacentes. Programmer sur votre calculatrice cessigies. Donner

2) Démontrer que les suites,] et (v,) définie par : u, =

alors une approximation de leur limite a0
. : e _ 1 1 1
3) Démontrer que les suites,] et (v,) définie par : u, = 1+ % + » + -+ = et
1 . . .
Vp = un+ﬁ sont adjacentes. Programmer sur votre calculatrice cessities. Donner

alors une approximation de leur limite a0

4) (uy) et (v,) sont deux suites définies pay = 0, etvy = 2 et pour tout entier naturel

3u, +1 3v,+1
Un+1 = 4 et Vpi= 4

a) Démontrer par récurrence queu, < 1 < v,
b) Démontrer que les suites,] et (v,) sont adjacentes et trouver leur limite commune.

Exevrcice 10

Bac
. . e .- 2x+1
Soit la fonctionf définie sur I'intervalle [0 ; 2] paf (X) = TR
1) Etudier les variations dé sur I'intervalle [0; 2]. Montrer que sk € [1 ; 2] alors
f(x)e[l; 2]
2) (u,) et(v,) sont deux suites définies Sirpar :
Up = 1 et pour tout entier naturel u,,; = f(uy).

Vo = 2 et pour tout entier naturel vn.; = f(vy).

a) Construire la fonctior sur l'intervalle [0; 2].

Construire sur I'axe des abscisses les trois premiers tedmebacune des suites
(un) et(vy) en laissant apparents tous les traits de construction.

A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concéfeasens de variation
et la convergence des suit@g) et(vy,) ?
b) Montrer a l'aide d’'un raisonnement par récurrence que :
Pour tout entier naturel, 1 < v, < 2.
Pour tout entier naturel, v,,1 < V.
On admettra que I'on peut démontrer de la méme fagon que :
Pour tout entier naturel, 1 < u, < 2.

Pour tout entier naturel, u, < Up1.

Vn - Un
(Vn+1)(Un+ 1)
En déduire que pour tout entier natunelv, — u, > 0 et

c) Montrer que pour tout entier natum@l vp,1 — Unyq =

Vnel — Unt1 S Z (Vn - Un)-
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1 n
d) Montrer que pour tout entier natumgl v, — u, < (Z) .

e) Montrer que les suitdsl,) et(v,) convergent vers un méme reel
Déterminer la valeur exacte de

Exevrcice
Nouvelle-Calédonie 2005
On considére les suitég,) et (v,) définies paug =0; vp =12

y Up + Vi, ot v Un + 2V,
n+l = n+l =
2 3

1) Démontrer que la suit@v,) définie paw, = v, — U, est une suite géomeétrique conver-
gente et que tous ses termes sont positifs.

2) Montrer que la suitéu,) est croissante puis que la suitg) est décroissante.

3) Déduire des deux questions précédentes que les fujjest (v,,) sont convergentes et
ont la méme limite.

4) On considere la suitg,) définie part, = 2u, + 3v,. Montrer qu’elle est constante. En
déduire la limte des suitel) etv,).

Exevrcice 12
Nouvelle-Calédonie décembre 2004

On consideére les deux suit@s,) et (v,,) définies, pour tout entier natunel par :

Uo = 3 Vo = 4
Un + Vn Un+1 + Vn
Unsr = —2 Vher = —2

1) Calculeruy, vy, u; etvs.
2) Soit la suitgw,) définie pour tout entier naturalpar :w, = Vv, — U,.

. . e 1
a) Montrer que la suitéw,) est une suite géométrique de raispn

b) Exprimerw, en fonction den et préciser la limite de la sui{@v,).

3) Apres avoir étudié le sens de variation de sutg¥ et (v,), démontrer que ces deux
suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

Un + 2V,

4) On consideére a présent la syitg définie, pour tout entier nature) part,, = 3

a) Démontrer que la suitg,) est constante.
b) En déduire la limite des suités,) et (v;).

Exercice 12
La méthode d’Archimeéde

Dans un texte intitulé « De la mesure du cercle », Archimedmgine la premiere
méthode jamais proposée permettant, en théorie, le cadcullec une précision aussi
grande qu’on le souhaite. Ce probleme suit les idées d’Areteravec des méthodes
modernes.
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Soit ¥ un cercle de rayon 1 : on
construit, pour touh > 1 deux polygones
réguliersP,, et Q, , ayant 3x 2" c6tés,P,
étant inscrit dangs’, et Q,, exinscrit a¢
(voir la figure ci-contre).

Nous admettons que le périmétre du
cercle (égal a2) est encadré par ceux des
deux polygones. Dans la suite, on ngie
et g,, les demi-périmetres respectifs 8g
etQn. Ainsi, p, < 7 <

n=1 (6 cotés)

1) Lecan=1
Montrer quep; = 3 etq; = 2 V3.

2) Expression de,, etqy

a) Evaluer, en fonction de, I'angle au centre qui intercepte I'un des cotésRjeu
de Q.

b) En déduire les relationgg, = 3 x 2" sin(

T T
Txz) o =3x2an(z)

En pratique, ces expressions ne permettent pas un calcudmgue de R, et ¢,. Dans
la suite, nous nous orientons vers un calcul de proche erhgroc

3) Relations de récurrence

a) On poser = Exprimerpy,, etqn, en fonction den eta.

T
3 x 20+’
b) Exprimer sin(2) et 1+ cos(2r) en fonction desina et cos.

. 1 1
c) En déduire que, pour toat> 1 : = —(
On+1 2

1 1
— 4+ —
Pn On

d) Calculergy, et p, a I'aide des relations précédentes.

) et Pni1 = Vann+1

4) Etude des suitef) et ()

a) Soitaetb deux réels vérifiant & a < b.

. . 2ab b ..
Démontrer les relationsa < Vab<b (i) et a< aj = < a% <b (i)

b) Montrer par récurrence qu® < .
c) En déduire que la suitgy) est croissante et queg,) est décroissante.
. 1 - .
d) Démontrer que, pour tout> 1 : Qny1 — Pri1 < E(qn — Pn)- (On pourra utiliser (i)
et (ii) a bon escient.)
. 1 . .
En déduire que, pour tout> 1,9, — pn < on puis que les suitegf) et (q,) sont
adjacentes.
e) Quevaut limp, et lim g,?
N—+oco N—+o00

5) A l'aide d’une calculatrice, calculer les valeursplget g, jusqu’a obtenir un encadre-
ment den d’amplitude 10%°.
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Exercice 14
Antille-Guyane juin 2005

1) Démontrer que pour toutdeN* et toutxde [0; 1] :

X 1 1
—— = < < -
n n? X+n n
11
2) a) Calculerf ——dx.
o X+n
b) Déduire en utilisant., que :
1 1 n+1
- ——<In[— 1
pourne N - o n( n) Q)
uis que | n+i <}
puis q e
3) On appelldJ la suite définie poun € N* par :
k=n
1 1 1
=> ——I =1l+=+=+---+——In(n).
u(n) k:1k n(n) +2+3+ +n n(n)

Démontrer quéJ est décroissante (on pourra utiliger..)
4) On désigne paV la suite de terme général :

k=n
1 1 1 1
Vvin)= ) ——-Inn+1)=1+-+-+---+—-—-In(n+1).
kZ:;k 2 3 n

Démontrer qué/ est croissante.

5) Démontrer qué) etV convergent vers une limite commune nojee
Déterminer une valeur approchéeya 1072 prés par la méthode de votre choix.
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