TERMINALE S

Correction bonus
av lundl 6 fevrier 2012

Exercice |
La méthode d’Archimeéde

1) Lecan=1
Le cercle est donc encadré par deux hexagones (figure).

[0 PourP; : Lhexagone est constitué de 6 triangles équilatéraux é&oques dont le
c6té vaut le rayon du cercle soit 1. Le demi-périmgiy@aut donc :

pp=3x1=3

O PourQ; : Lhexagone est constitué de 6 triangles équilatéraux é&oques dont la
hauteur, issue du centre du cercle (qui est confondue avéssectrice), vaut le rayon
du cercle soit 1. St est la longueur du c6té de ces triangles équilatéraux, oora al

c_\/§:1 N c:izz—\/é donc q1:3><2—\/§:2\/§

2 \3 3 3
On a alors I'encadrement : 37 < 2V3
2) Expression d@,, etq,

a) Si le polygone inscrit et exinscrit possede& 2" c6tés, 'angle au centre vaut

donc:
2r T

T 3x2n 3x 20l
b) On peut faire la figure suivante, pour exprimer le coté ddggone :

0

Si [A1A;] est un coté du polygone,,
le triangle OAA, est isocele. Si | est
le milieu du segment [fA;], la droite
(Ol) représente la bissectrice de I'angle
Al/O\Az ainsi que la hauteur issue de O.

Onadonc:
1 n
R L
. T .
Onadonc: 1A =0A; x sm(3>< 2n) = S|n(3x 2”)
/s
d A :2'( )
onc AA, sin 3% o
Le demi-périmétre (X 2" cotés) vaut donc :
. T . v/
Pn = 3 X 2“‘1><2S|n(3xzn) = 3><2”sm(3x2n)
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Si [B1B5] est un c6té du polygon®,, le triangle OBB, est isocéle. Si J est le
milieu du segment [BB;], la droite (OJ) représente la bissectrice de I'argjl©B,
ainsi que la hauteur issue de O. On a donc :

OnadoncavecOd 1: JB = OJx tan(L) = tan(

T
3Ix2n 3><2”)

T
donc BB, = 2tan(3>< 2n)

Le demi-périmétre (X 2" cotés) vaut donc :

qn:3><2”‘1><2tan( ):3><2”tan(

T T )
3Ix2n 3x2n

En pratique, ces expressions ne permettent pas un calcudmgue de p, et ¢,. Dans

la suite, nous nous orientons vers un calcul de proche erhgroc

3) Relations de récurrence
a) Ona: p,=3x2"sin(r) et g, =3x2"tan(2)

b) Ona: sin(2) = 2sinacose et 1+ cos(2)=2cofa

c¢) Pourg,, ona:

1,111 1

2\pn o) 3x2%llsiny tan2
B 1 1+cosay
 3x 21\ sin2

1 2cofa
~ 3x2%1\2cosasina

1 (COSa)
- 3x 2%l \sina

1 1) 1
- 3x 2™ \tana) O

Pourp, :

VPl = V3 x 2'sin 2r x 3x 2" tana

= /(8% 2")2 x 2 sin v tane

) in
= \/(3 x 2")2 x 4 sina cosa X sina
CoSa

= \/(3><2”)2><4sir?a

= 3x 2" sina = pna
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d) On obtient alors :

Loi(LLE) tE ) 2
Pr

® 2 113776 12

12
On obtientalors : g, = ——— = 12(2— V3) ~ 3,21
02 21 3 ( )

P2 = vVP1Q2 = \/3)( 12(2- \/C_’)): 62— \/523,105

4) Etude des suites) et (@)

a) Comme 0< a< b, onaalors :a? < ab < b?, comme la fonction racine est une
fonction croissante, on a donc les inégalités< Vab< b

Comme O<a<b,ona:

1 1 2a? 2ab

a+b<2a &

2ab  [(a+b)*-(a—Db)? - (a+ b)? o (a+h)? a+b
a+b 2(a+b) " 2(a+b) 2@+b) 2
b) Montrons quep, < g, par récurrence :
Initialisation : pourn = 1 immédiatp; < q;

Hérédité : On suppose que € p, < O

Ona ! }(i + i) donc g, = 2Pt
qn+1 2 pn Qn h + qn
Calculons alors :
4pZa; 2Pnn

2 > _
Ohi1 = Pre1 = h

———— — Py X

(Pn + On)? P Pn + On

_ 4PR05 — 2030n(Pn + )
(Pn + On)?

_ 4pAds - 2030, — 20507
(Pn + On)?

_ 2P395 — 2Path

(Pn + On)?
_ 2D700(Gh — Pn)
(Pn + Oh)?

Comme 0< p, < g, on en déduit que?,, — p2,, > 0 et comme les termes sont
positifs, on a :gn.1 > Pz
Par initilalisation et hérédité, ona¥ne N p, < gy

c) Onaalors/fne N 0 < p, < @, donc

2Pn0hn 2ab
o+ G <Qg, car aer<b

Oh+1 =
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La suite ) est donc décroissante.

2ann 5 2ab
npn"'Qn> Pr(= Pn)  car a<a+b

La suite () est donc croissante.

Pr+1 = VPnOnh+1 = P

d) Ona:
2
On+1 — Prs1 = pnp:q(;n = VPnOnh+1
Pn+ 0On _ 2ab a+b
<5 p.  car m<7et\/§)>a
< Oh— Pn
2

Onadonc: g, — pn < %(qn_l — Pn-1), donc de proche en proche, on obtient :
1 n-1
O — Pn < (E) (9 — p1)

n
orgy — p1=2V3-3<0,5, onadonc & g, - png(%)

On en déduit alors par le théoreme des gendarmes que : (glimp,) =0 car
N—+o00

(1\" 1
lim (—) =0 et —1<§<1

Nn—+o00

Les suites ) et (q,) sont respectivement croissante et décroissante didaatice
de leurs termes tend vers 0, les suitp§ €t (,) sont donc adjacentes et tendent
alors vers une méme limite.

e) limp,=Ilimg,=n
N—+o00 N—+o0

5) On programme les suitep et (g,) sur la calculatrice. On obtient le tableau suivant :

n 2 10 17

Pn 3,105| 3,141 592 1| 3,141 592 653 7

On 3,215| 3,141 593 4| 3,141 592 653 8
Gh—Pn| 101 | 2x10° 1010
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