TERMINALE S

Exercices

géométrie aANS I'QSPAQe

Exercice |
Soient quatre pointa(2;0;1),B(1;-2;1),C(5;5; 0),D(-3;-5; 6).
1) Montrer queA,B etC ne sont pas alignés.
2) Montrer queA, B, C et D sont coplanaires.

Exercice 2
Les pointsA, B etC ont pour coordonnées respectivi(6; 8; 2),B(4; 9; 1) etC(5; 7; 3)
1) Déterminer la mesure de I'angle géométridaacC.

2) Les pointsA, B et C se projettent orthogonalement respectivememei® et C’ sur
le plan(O, 7, j) (d’équationz = 0).

a) Déterminer les coordonnées des poAitB’ etC’.
b) Déterminer la mesure de I'angle géométri@a/A'\C'. Que constatez-vous ?

Exercice 3

1) Déterminer le réek pour que les vecteurset vV soient orthogonaux :

1 2
G(Z,—E,S) et \7(—6,3,04)

2) Les pointsA et B ont pour coordonnées respectivi®; —5; 1) etB(0; 2; 6).

Démontrer queﬁla droitd qui passe par le poinE(-2; 3; 1) et de vecteur directeur
U=-47+ j- 3Kk est orthogonale a la droité&B) ? Est-elle perpendiculaire AB) ?

3) Les points A, B, C, D et E ont pour coordonnées\(2;0;2), B(4;0;0) ,
C(1;-2;1), D(-1;1;0), E(1;-1; 2). Prouvez que les points, B et C ne sont pas
alignés et que le vectelE est normal au planABC).

Exercice 4

1) Déterminer une équation cartésienne du plade vecteur normat et passant par un
point A.
A(V2;-2;5) f(2;-3;-1)

2) Trouver une équation cartésienne du plamparallele au planZZ et passant par un
point Adonné :
A(3;-1;0) P . 2Xx-y+3z2=0

3) Déterminer une équation cartésienne au plan médiatesegiunent AB].

A(-1;1;0) B(2;1;-1)
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Exevrcice S

Les points A, B et C ont pout coordonnées :
A(6;8;2), B(4;9;1) et C(5;7;3)

1) Déterminez la mesure de I'angle géomeétrigdeC.

2) Les points A, B et C se projettent orthogonalement respmuent en A, B’ et C’ sur
le plan(O, 7, j) (d’équationz = 0).

a) Déterminez les coordonnées des points A, B’ et C'.
b) Déterminez la mesure de I'angle géométriaﬁ’. Que constatez-vous ?

Exercice b
Plan perpendiculaires

Un repére orthonormal est donné. Les points A et B ont pourdmomées
A(1;-1;2), B(2;0;4)

Le planZ a pour équation :x—y+3z-4=0.

Objectif : trouver une équation du pla@ perpendiculaire au pla@’ et qui passe
par les points A et B.

1) Il s’agit de trouver une équation d’'un pla# qui passe par un point (méme deux en
fait).
Si on connait un vecteur normid{; b; ¢) a2, on sait en trouver une équation. Demandons-
nous quelles hypotheses peuvent permettre de trouver tewvewrmal, c’est-a-dire
de trouver &; b; ¢).

A P

Par hypothese? et 2 sont orthogonaux donc un vecteatmormal &% est orthogonal
an. De plus, le plan2 contient la droite (AB).

a) Déterminez les coordonnées d’'un vect@anormal au plan?.
b) Justifiez les égalités- d= 0 et AB -A = 0.

2) Donc les réelg, b etc sont tels que :

a-b+3c=0
a+b+2c=0
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Deux égalités ne permettent pas en général de trouver dagsainiques pola, b et
c. Ici, ce n’est pas étonnant car on sait bien qu'il y a une itéfide vecteurs normaux
a un plan.
Puisqu’il s’agit d’en trouver un, il stit de trouver un tripletd; b; c). Pour cela, on
peut choisir une valeur particuliere paar

a 2a
a) Prouvez qué = —E et c= 5
b) Vérifiez quen(s;—1;-2) est un vecteur normal 2.

c) Trouver alors une équation du plah

Note Ici l'unicité du plan2 est due au fait que la droite (AB) n’est pas perpendi-
culaire au planZ?. Si la droited passant par les deux points donnés est perpendi-
culaire au plan#?, on trouve une infinité de plang car tout plan qui contient la
droited est perpendiculaire au plai?.

Exevrcice 1

L'espace est rapporté a un repéere orthono Iz_>, 7 ?) Les points A, B et C
ont pour coordonnées A(32; 2), B(6; 1;5), C(6-2;-1).

Partie A
1) Démontrez que le triangle ABC est un triangle rectangle.
2) SoitZ le plan d’équation cartésienne :

X+y+z-3=0

Prouvez que” est orthogonal a la droite (AB) et passe par le point A.

3) Soit2’ le plan orthogonal a la droite (AC) et passant par le point AeBginez une
équation cartésienne de’.

4) Déterminez un vecteur directeur de la drditentersection des plan¥’ et &’.

Partie B

1) Soit D le point de coordonnées (0-4). Prouvez que la droite (AD) est perpendicu-
laire au plan (ABC).

2) Calculer le volume du tétraédre ABCD.
3) Prouvez que I’angIB/D\C a pour mesur(%rr radian.

4) a) Calculez l'aire du triangle BDC.
b) Deéduisez-en la distance du point A au plan (BDC).

Exercice 8

On considére un cube ABCDEFGH, d’aréte de longue(a réel strictement positif).
Soit | le point d’intersection de la droite (EC) et du plan (AFH

1) Calculer, en fonction da, les produits scalaires suivants :
_— — _— —— _— —
EA -AF, AB -AF, BC -AF

L, . e E—
2) En déduire que les vectelEE etAF sont orthogonaux.
On admettra de méme que les vectdE® etAH sont orthogonaux.
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3) En déduire que le point | est le projeté or- H G

thogonal de E sur le plan (AFH). E !

4) a) Justifier les résultats suivants : les =

droites (AF) et (EH) sont orthogo- Te

nales, ainsi que les droites (AF) et (EI). '

b) En déduire que la droite (AF) est or- £

thogonales la droite (HI). ' S

c) Etablir de méme que la droite (AH) est £ il el C

orthogonale a la droite (FI). 1/~

5) Que représenté le point | pour le triangle A B
AFH ?

Exercice 9
BAC : Distance d’un point a un plan

On consideére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous.

H G

—_— — —

Dans I'exercice, I'espace est rapporté au repére orthaad@nAB ; AD ; AE).
: (1
On notel le point de coordonne<s§ 1 1).

1) Placer le point sur la figure.

2) Le plan ACI) coupe la droite £H) enJ. Démontrer que les droites)) et (AC) sont
paralléles.

3) On noteR le projeté orthogonal desur la droite AC).
a) Justifier que les deux conditions suivantes sont vérifiées

i) Il existe un réek tel queAR = KAC .
.. —_ —>
i) IR -AC =0.

b) Calculer les coordonnées du poit

Vi1l

c) En déduire que la distan¢R s’exprime paiR = 3

4) Démontrer que le vecteur de coordonnées (353 2) est normal au plarACl).
En déduire une équation cartésienne du pk@lj.
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5) Démontrer que la distance du pokau plan ACI) esti.

V22

Exevrcice 10
Tétraedre et propabilité

. N - = — . .
Dans I'espace muni d’'un repere orthonorr(@l 1, ],k ) on consideére les points
A, B, C et D de coordonnées respectives :

A(0:0;3), B(2v2; 0; ~1), C(- V2; ~V6; ~1), D(- V2 V6 ; ~1).

1) Démontrer que ABCD est un tétraédre régulier, c’est-adliréétraedre dont toutes
les arétes sont de méme longueur.

2) On note R, S, T et U les milieux respectifs des arétes [AC],][ABD] et [BC];
démontrer que RSTU est un parallélogramme de centre O.
3) Ce parallélogramme a-t-il des propriétés supplémerstaieexpliquer.
A

Partie B

On dispose de trois tétraedres identiques au précédefditparent équilibrés. Cha-
cun d’eux a une face peinte en bleu, une face peinte en jaueuatfaces peintes en
rouge.

On lance les trois tétraédres simultanément (on remargueralorsqu’on lance un
tel tétraedre, une seule face est cachée et trois facesisiinhs).

1) Calculer la probabilité pour qu’au moins trois faces raug@ent visibles sur les trois
tétraédres.

2) Calculer la probabilité pour que la couleur bleue ne saiblé sur aucun tétraedre.
3) Calculer la probabilité de I'événement E « les six facegesusont visibles ».

4) On répeten fois I'expérience qui consiste a lancer les trois tétragdre
Calculer la probabilitép, pour que I'évenement E soit réalisé au moins une fois.
Calculer lim p.

N—+oco
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Exevrcice

Amérique du Sud nov. 2005

Dans cet exercice, une réponse par « VRAI » ou « FAUX », satiigason, est de-

mandée au candidat en regard d’une liste fiifanations. Toute réponse conforme a la
réalité mathématique donrie4 point. Toute réponse erronée enléyé point. L'absence
de réponse n’est pas comptabilisée. Le total ne sauraitré&gatif.

H

On donne le cube ABCDEFGH, d’aréte de

longueur 1, et les milieux | et J des arétes E J
[AB] et [CG]. Les éléments utiles de la figure
sont donnés ci-contre.

Le candidat est appelé a juger chacune des
10 affirmations suivantes.

>

B

On utilisera pour répondre la feuille annexe, qui sera rende avec la copie.

| | Affirmation | VRAI ou FAUX |
— — 1
1.| AC -Al = 5
—_— S 5 —
2. | AC -Al =Al -AB
—_— > @ — —
3./|AB -1J =AB -IC
—_— - T
4. | AB -1J :ABxICxcosé
On utilise & présent le repere orthonorr(ﬁl; AB , AD , AE )
| [ Affirmation VRAI ou FAUX |
5. | Une représentation paramétrique de la droite (1J) est :
X = t+1
y = 2t ,le paramétré décrivantR.
z =t
6. | Une représentation paramétrique de la droite (1J) est :
X = Et +1
y = t+1 | le parameétreé décrivantR
1 1
z = Zt+=
2 2 _ _
7. | 6Xx— 7y + 8z— 3 = 0 est une équation cartésienne
de la droite (1J).
8. | Lintersection des plans (FI1J) et (ABC) est la droite
passant par | et par le milieu de I'ar éte [DC].
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\ \ Affirmation VRAI ou FAUX \
-4
9. | Le vecteur de coordonnépsl

est un vecteur

2
normal au plan (FIJ).

10. | Le volume du tétraedre EFIJ est ég%a

Exercice 12
Métropole juin 2011

On désigne par A, B, C, F les points de coordonnées respectives :
(4:1;5),63;2;01(1;3;6)(-7;0; 4.
1) a) Demontrer que les points A, B, C définissent un pldret que ce plan a pour
équation cartésienne+ 2y —z— 1= 0.
b) Déterminer la distanagdu point F au plan??.

2) Le but de cette question est de calculer la distahgar une autre méthode.
On appelleA la droite qui passe par le point F et qui est perpendiculainglan <.

a) Déterminer une représentation paramétrique de la dkoite

b) Déterminer les coordonnées du point H, projeté ortholgdmaoint F sur le plan
P.

c) Retrouver le résultat de la question 1) b)
3) SoitS la sphere de centre F et de rayon 6.
a) Justifier que le point B appartient a la sph8re

b) Préciser le centre et déterminer le rayon du cegtlentersection de la sphéteet
du plan#?.
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Exercice 13
Représentation paramétrique d’'une droite

1) Ondonne le point A(2; £:1) et un vecteud(0; 1;-1)
Déterminer une représentation parametrique de la dil@jte passe par A et de vecteur
directeurd.

2) On donne les points AQ; 1;0) et B(2; 3;1).
Déterminer une représentation paramétrique de la droBg, (@u segment [AB] et des
demi-droite [AB) et (AB].

3) Lesreprésentations paramétriques suivante sontietlesprésentations paramétriques
d’'une méme droite ?

X=-1+2t X=3-6s
y=t teR et y=2-3s seR
z=1-3t Zz=-5+0s

Exercice 14
Intersections de plan et de droites.

1) Ladroited a pour représentation paramétrique :

X=1
d y=—-t+1 teR
z=2t-1

La droited’ est définie par l'intersection des plagg et &2, :

” {3x—y—22: 1
X-y-z=0
a) Donner une représentations parametrique de la dfoite
b) Pourquod’ est-elle paralléle d?d etd’ sont-elles strictement paralleles ?

2) Dans chaque cas, trouver l'intersection de la drdié¢ du plan#?.
x=2t-1
a) ¥ x-y+2z2-1=0 et d y=t teR
z=1-3t

XxX=t+1
b) & : 2x+3y-z=0 et d y=1+2t teR
z=8t-3
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Exercice IS
Pondichéry avril 2012

Dans le repére orthonorrréé), ? 7 F)) de I'espace, on considére :
e les plans? et &’ d’équations :

P i X-y-2-2=0 et & : x+y+3z=0.

¢ la droite Z ayant pour représentation parameétrique :

X = -3-2t
y = 2t teR.
z = 1+2t

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer siglileraie ou fausse, et justifier la
réponse. Une justification est attendue pour chaque réponse

Proposition 1

La droiteZ est orthogonale au plagr’.

Proposition 2

La sphereS de centre O et de rayon 2 est tangente au pfan

Proposition 3

Lintersection des plang” et &2’ est la droiteA dont une représentation paramétrique
est:

X = 1-t
y = -1-2t t' eR.
z =t

Proposition 4
Les droitesZ et A sont coplanaires.

Exercice 16
Asie juin 2008

Partie A : Vrai ou faux

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si eitevaie ou fausse et don-
ner une démonstration de la réponse choisie. Dans le casedfuoposition fausse la
démonstration consistera a proposer un contre-exemple figure pourra constituer ce
contre-exempte.

Rappel des notations :
e YN Z,deésigne I'ensemble des points communs aux pfdnst &2,.
e L’écriture #.N ¥, = @ signifie que les plang?; et &2, n'ont aucun point commun.

1) Si &, &, et P53 sonttrois plans distincts de I'espace vérifiant :

PN+ et Pon P+ @,

alors on peut conclure qu#, et #23 vérifient : 2, N P25 + @.
2) SiZ,, P, et P;sonttrois plans distincts de I'espace vérifiant :

PINPoNP3=0

alors on peut conclure qu#;, &2, et 3 sonttels que NS, = @ et Z,N Y3 = @.
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3) SiZ,, P, et P sonttrois plans distincts de I'espace vérifiant :

PN+ 0 et 1N H3=0,
alors on peut conclure qu#, et #2; vérifient : 2, N &3 # @.
4) Si 2, et &, sont deux plans distincts & une droite de I'espace vérifiant :

P NY+a et PN =0,

alors on peut conclure qu&, N ¥ + @

Partie B : Intersection de trois plans donnés

Dans un repéere orthonorrnal de I'espace on considere lisgplems suivants :
e i déquationx+y-z=0
o P,déquation X+y+z-3=0,
e Yydéquationx+2y—4z+3=0.

1) Justifier que les plang’; et &7, sont sécants puis déterminer une représentation para-
métrique de leur droite d’interseclion, notée

2) En déduire la nature de l'intersectiei; N &, N As.
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