CHAPITRE 2 : RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. LIMITE D’ UNE SUITE 23 ocToBRE 2012

Correction covtrole de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Jevdi 18 octobre 2012

EXERCICE 1
ROC 3 points
1) Soit donc une suitauf) croissante et non majoree.

(un) n'est pas majorée, donc pour tout intervakte J oo,
AN e N telque: uy €]A; +oof
Comme (I,) est croissante, on a:

¥n> N alors u,> uy

Donc:
¥Yn> N alors u,€]A; +oo]

donc a partir d'un certain rang tous les termes de la suité dams I'intervalle
]A; +o0[. La suite () diverge verstco.
2) Application :
a) Uyp—Uy=2(n+1) et YneN 2n+1)>0
doncvYn e N, on a up1 — Uy > 0. La suite est donc strictement croissante.
b) Soit P: YneN, u,>n?
Initialisation : immédiatuy = 0 > 02. P(0) est vraie
Hérédité : On admet quel, > n?, montrons alors qua,,; > (n+ 1)%. On a
d’apres I'hypothése de récurrence :

2+2n+2

Uy +2(n+1)>n
U= (MP+2n+1)+1
> (n+ 1)

Uns1

La propostiornP est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, la propositighest vraie
c) Lasuite (I,) est croissante et non majorée donc la sujjeést divergente vers

+oo etdonc lim = +oo

N—+oco

EXERCICE 2
Récurrence 2 points
: n
Soit : VneN, t,=——
"Th+1

0
Initialisation : t; = 0 et—— = 0. P(0) est vraie
0 0+1 P0)
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s s n n+1 .
Héredité : On admet que, = YL montrons alors qug,,; = et On a d'aprés
I'hnypothese de récurrence :

1 _n 1
"ThrDn+2) n+l (n+1)n+2)
i nn+2)+1

"7 (n+ 1)+ 2)
C NP +2n+1
"7 (n+ 1)+ 2)
(n+ 1)y
(n+1)(n+2)
n+1
n+2

t

thi1 =

n+l =

La propostiornP est héréditaire.

Par initialisation et hérédité, la propositighest vraie.

Exercice 3

Limites de suites 3 points

1 1
1) Pourn>1 ona:un:n2(2——)+—

n \/ﬁ
lim n? =+ Par produit
N—+o00
1 : 2 1
i _ - lim n“(2—-=]=+
nl—l>r-lr—]002 n =2 n—-+oo ( n) >

.1 .
De I|im — =0, parsomme,ona: limu, = +oo

N—+oco \/ﬁ N—+o00

Vh 1

2) Pourn>1 ona:u, = =

R

lim vn=+oo Par produit

N—+oco

. 2
lim 1+Z:1 lim \/ﬁ(1+ﬁ):+oo

N——+00 n Nn—+oo

Par quotient,ona: linu, =0

N—+o0

3) Pourn>1,0ona:

-1<sinn<1

1 sinn 1

m T
1 sinn 1
4- =<4+ — <4+ =
n2 n2 n2

. 1 . 1
or lim4—-—=1m4+—=4
n2

n—+c0 n2 n—+co

D’apreés le théoréme des gendarmes, ona Uys 4

N—+o00
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ExERrcice 4

Vrai-Faux 4 points

. : . e 1
1) Faux Pour s’en convaincre : soit la suite,j définie sulN* par u, = o

Tous les termes dei() sont non nuls et limu, = 0. La suite @,) converge vers 0.

N—+o00

2 . . .
or v, = T -2n,donc lim v, = —co. La suite {,) diverge.

n n—-+oco
2) Vrai Pour s’en convaincre : Suf) est minorée par 2, on a:

1 1 2
hy=>2 & —<= & ——

-1 & v,.>2-1
U, 2 U n=

Vv

(vn) est donc minorée parl

3) Faux Pour s’en convaincre : suf) est décroissante (sans changer de signe) on a

1 1 2 2
< —-—— =4 Vn+1 < Vn

YNeN Uy <Uy, & =3
Un+1 Un Un+1 Un

La suite {,) est donc décroissante.

. 1 ., .
On peut reprendre le contre-exemple préecédent= - (décroissante) dong, = —2n
qui est aussi décroissante.
4) Faux Pour s’en convaincre, soit la suita,} définie sulN par u, = (-1)".

Les termes de la suitg prennent donc alternativement les valeurs 1% tLa suite
(un) est donc divergente.

2 2 .
or v, = — = — = (-2)™!. Les termes de la suita{ prennent donc

Un (-1)n
alternativement les valeur2 et 2. La suite\,) diverge

EXERCICE 5
D’aprés Pondichéry avril 2008 4 points

1) f est une fonction du second degré qui s’annule en 0 et 20, @umet un ex-
tremum au centre de 0 et 20 soiter 10. De plus le coficient devani? estl—é,
donc cet extremum est un maximum. On a donc :

e Sur [Q 10] la fonctionf est croissante
e Sur[1Q20] la fonctionf est décroissante.
e f(10)=10

2) Soit P: VneN, 0<Uy< Uy <10.
Initialisation : Uy = 1etu; =1,9,doncona: X u; < u; <10.2(0) est vraie
Hérédité : On admet que & u, < Un,q < 10, montrons alors que & up; < Upyp < 10.

On a d’'aprés I'hypothése de récurrence :

O < Un <Ur|+]_ < 10

PauL MiLAN 3 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

CORRECTION DU CONTROLE DE MATHEMATIQUES

Comme la fonctionf est croissante sur [@0], on a:

£(0) < f(Un) < f(Unea) < F(10)
0< <

Un+1 Uns2 < 10

La propostiornP est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, la propositighest vraie.

3) La suite (I,) est croissante et majorée par 10, elle est donc convergergaune
limite ¢.

4) La limite ¢ doit vérifier : f(£) = ¢. on adonc{ # 0 carup = 1 et u,) croissante)
1
1—05(20—5) =( & 20-¢=10 & ¢=10

La suite (1,) converge vers 10.

En 2015,n = 10 la suite sera trés proche de sa limitg ~ 10, il y aura donc 10
millions de foyers francais équipés d’un téléviseur a éptan

EXERcCICE 6

Algorithme 4 points

1) Le réle de cet algoritme est de déterminer le natlartel queu, > A, A étant un
réel donné.
2) On trouve les résultats suivants (en rajoutant 1 000 orég dvec la calculatrice) :

A 10| 50 | 100 | 1000
k | 33| 662 | 2574| 250 731

3) Les résultats infirme ledf@mations de Paul, car pourvu gleoit sufisant grand,
U dépasse 10, 50 et 100 (et 1000). On peut penser que lawg)itegst pas majorée
et qu’elle diverge vers co.

n
1
4) Ona: u, = —

1 1
Comme pour KX k<n,ona — > —,ona:

K~

n termes

ii>i+i+ L L
SNk VRN R

. n
Soit Uh>— © U= 4N

y/n

5) Onsaitque: lim+y/n= +co donc par comparaisonona: limy = +oco
N—+oco

N—+o00
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