CHAPITRES 5 : LA FONCTION EXPONENTIELLE 17 pEcemsre 2012

Correction covtrole de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Du lundi 10 décembre 2012

Exercice 1
ROC (4 points)

1) On détermine les variation de: ¢’(X) = € — X

or¥xeR, & — x> 0. Lafonctiony est donc strictement croissante 8ur
x=20 © oX)=¢0) or ¢0)=1 o eXx=1

2) ¢(X) >1>0 pourx>0.0Onadonc:

2
X e X
g€>= © —>=
2 X 2
. X . e
or lim = = +oco donc par comparaison : lim— = +oo.
X—+00 2 X—+o00 X

1 .
3) a) Onpose X = éx. Donc si X — +oo alors X — +o0

1 X . -
On a donc : Exe‘%x = XeX = 3 Donc par quotient de la limite du 2), on
obtient : X
Iim f(xX)= lim — =0

X—+400 X—>+00

1 X 1 X 1 X
b) f'(x) = Ee‘i - er‘i = Zr(2 — X)e 2

CommeVxeR, ez2>0, ona:

e '(X)=0 & 2-x=0 & x=2
e Le signe def’(x) est le signe de 2 x

On obtient alors le tableau de variation suivant :

X 0 2 400
f’(X) + 0 -
e—l
f(X) / \
0 0
EXERCICE 2
Tangente passant par I'origine (6 points)

Partie A : étude de la fonction
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1) Limitedef en—-oco: f(X) = % +1

or lim xe“=0 donc, par quotient et somme, ona: lififx) =1

X——00 X——00

On en déduit qu€ admet une asymptote horizontale d’équatiog = 1

2) Limite de f en+c0. Pas de forme indéterminée, par produit, quotient et sormeme d
limites,ona: lim f(x) = +oo

X—+00
3) f/(x) = e+ xet = (x+ 1)t

4) Comme YxeR, €1>0, ona:

e '(X)=0 & x+1=0 © x=-1
e Le signe def’(x) est le signe dex(+ 1).

On obtient le tableau de variation suivant :

X —00 -1 +00

f/(X) — 0 +

N

Partie B : recherche d’'une tangente particuliére
1) Latangente & ena: T, a pour équation :

y=f'()(x-2a)+ f(a)
=(a+ 1 (x-a)+adft+1
=(a+ 1 x+all-a-1)et+1
=(a+1)tx-aet+1

Onpose b=-a?e&1+1

2) T, passe par l'origine si, et seulement si, I'équation de lételff, a son ordonnée
aloriginebnulle. Onadonc: +a’et1=0

3) On pose la fonctiog définie et dérivable sur [G;co[ par : g(X) = —x?e* 1+ 1
On étudie la fonctiomy sur [0;+oo[. ON & :
g(x) = —2x& 1 - x2 et = —x(x+ 2)e?t
orsix>0, x+2>0 et e1>0 donc g(x) <0
g est donc strictement décroissante sur}®]. Ona: g(0)=1 et:

lim e = +00 lim g(x) = -0
X—+00

X—+00

. 2 .
Jim —x* = —co } Par produit et somme

Onadonc: g(JO; +oo[) =] — o0; 1]
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La fonctiong est continue (car dérivable), monotone (décroissantegef({D; +oo[),
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il exisgeunique solution sur
]0; +oo[ & 'équation g(x) = O.
or g(1) =0 donc 1 estl'unique solution dg(x) = 0 sur ]Q +oo.

4) Onaléquation T: y=2x

ExErcick 3
Suite (7,5 points)
Partie A

gx)=e-1 et e&-1=0 o x=0.

Comme la fonction exponentielle est strictement croissant&, g'(x) > 0 si
x> 0.

Le fonctiong est donc strictement croissante sur46&[

2) g(0) = 0 commeg est croissante sur [@o[, donc la fonctiong est positive si
x>0

3) Comme g(x) >0 si x>0, ona & -x>1>0.

Partie B

1) Commef est strictement croissante sur[0; 1] <k<1 & f(0)< f(x) < f(1)
or f(0)=0 et f(1)= :%i =1 donc O< f(x) <1

La fonctionf est stable sur [0;1].

e-1

- X
eX — X
-1 xe+ X
B e — X
_el-x+x-1
- e — X
_gl-x+(x-1)(x+1)
B e — X
B el-x)-(1-x(x+1)
- e — X
_(A-xE-x-1)
Bl e — X
_(2-x9(x)
e =X

b) Si x€]0;1[ ona: 1-x>0, gX)>0, e-x>0

2) a) Ona: f(X) = X =

Donc si x €]0; 1] f(X) — x> 0. La courbe ) est donc au dessus de la droii® (
La droite ©) coupeC)enOetlcarf(0)=0 et f(1)=1.

Partie C

1) Cfannexe
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. 1 .
2) SoitP,:V¥neN, > < Up < Upy1 < 1. MontronsP, par récurrence :
e 1 1
e |nitialisation: ona ug = > et uyy=f >

. 1 .
or f est croissante et stable dans]f) donc > < Up < Ug < 1. Pgestvraie.

— 1 .
e Héredité : On suppose que := < U, < Uyi < 1. Comme la fonctionf est
croissante et stable sur [0;1], on a:

S Unpr S Upy2 < 1

NI =

f(%) < f(up) < f(up) < (1) &

P, est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, la propositiéq est vrai pour tout entier naturel

3) La suite (,) est croissanteuf, < un,1) et majorée par 1, donc la suite,) est conver-
gente. Comme la fonctioh est continue sur [0; 1], d’aprés le théoreme du point fixe,
la limite ¢ de la suite ,) vérifie : ¢ = f(¢).

De plus de la partie B, on sait que I'équatidiix) — x = 0 sur [0;1] admet comme
. 1
solution 0O et 1. Commé > > ona ¢ =1.

ExERrcick 4

Fonction logistique (2,5 points)
1) On multiplie le numérateur et dénominateur pag=i. On a alors :
eixes 3

2ei+eixed 1+2ei

f(x) =

2) o Limite en+oo X
lim 7= Par composition
lim & =0 lim &% =0

X—+00

Par somme et quotient :  limf(x) = 3
X—+00

e Limite en—oco X
lim 2= +00 Par composition

X——00

lim e = +oo lim €7 = +o0

X—+00 X—=00

Par somme et quotient :  linf(x) =0
X——00

3) On dérive avec la forme de la question 1).
—3><2><(—}) e \
, 4 3e7a
f'(x) = 3 = —
(1+ 2e‘71) 2(1+ 2e‘2)

Comme ¥xeR, €4>0, ona f'(x)> 0.
La fonctionf est donc croissante sRr

Les courbes des fonctions logistiques ont la forme d’unOsi'obtient la représen-
tation suivante de la fonction f :

PauL MILAN 4 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

s

CORRECTION DU CONTROLE DE MATHEMATIQUES

15

10

A

-10 -

-15

-20

ANNEXE

TERMINALE S

PauL MiLAN


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

