CHAPITRE 06 : LA FONCTION LOGARITHME 10 janvier 2015

Correction devoir

du mardi b _javvier 20IS

EXERcICE |

Propriétés de la fonctionln (5 points)
1) Résoudre darg, I'équation : Ing? —1)+2In2=In(4x - 1)

2—-1>0 {Xd—w;&&ﬂ;ﬂq

Conditions : 1 = D =]1;400]
4x-1>0

X> =
4

On regroupe les termes :  Iné(— 1) = In(4x — 1)

La fonction In étant monotone sur ]@-¢o[, on a :
4°-1)=4x-1 © 4X°-4=4x-1 & 4x°-4x-3=0
A =16+ 48=64= 8% onadeux racines :

4+8 3 4-8 1
XlzTZEEDf et XZZT:—Eng

) 3
On a alors une seule solutios = {5}

2) Résoudre darig, I'inéquation : Ink?> — x—2) < 2In(3-X)

X¥-x-2>0 {Xe]—oo;—l[U]2;+oo[
(=1

D; =]—co: ~1[U]2: 3
3-x>0 X <3  =lmeoi-1VJ25 3

Conditions : {

On regroupe les termes :  kf(— x — 2) < In(3 — x)?

La fonction In étant croissante sur ]@¢o[, on a:

11
X¥—-Xx—-2<9-6x+X* o bx<ll & X<€ 11
o i -1 2 5 3
On fait I'intersection ave®+ >
) 11
On trouve alors la solution S = | — c0; =-1| U (2 ; 3

35\" 35\" 35\"
3) Onveut que : 1—(%) >0,99 & —(3—6) >-0,01 & (3_6) < 0,01

On compose avec la fonction In qui est croissante susi9|;

In0,01
35

In —
36

Il faut au moins 164 lancers pour que la probabilité d'un dewdix soit supérieur a
99 %.

35 35
nIn%<In0,01 & n> n> 16347 car In%<ln1_0
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CORRECTION DU DEVOIR

4) f(x) = ax+ b+ '”TX
e ¢ passeparA(1;0)dond(1)=0 © a+b=0 © b=-a
e ¢; admet en A une tangente parallelg/a 2x, donc /(1) =2

1
—xX-=Inx
1-Inx
or f’(x):a+XT:a+ v donc f'(1)=a+1
Onaalorsa+1=2 & a=1etdoncb=-1
In X

Conclusion : f(x) = x—1+ ~

Exercice ||

Logarithme et suite (10 points)
Partie A

1) f’(x):%f = VYxe[0:+oof, F/(X)> 0.

La fonctionf est croissante sur [Otol.

4 4
:Inx2+ln(1+ —2):2Inx+ln(1+—2)
X X

2I£(+}><In(l+i2)—l]
X X X

2) a) In(x®+4)=1In [xz (1+ %)

4
a(x) = f(x)—x:2|nx+|n(1+ ﬁ)—x:x

. Inx 1 im 1+ =1 Par composition
or |lim — =0, lim = =0, X—>+00 X . 4
X—+00 X X—+00 X iminx=0 Iim Inl1+ = =0
x—1 X—+00

Par somme et produits ling(x) = lim —x= -0
X—+00 X—+00

b) g est dérivable sur [0+oo[ par composition et somme de fonctions dérivables.

2X _2x—x2—4_—x2+2x—4

g(X):x2+4 o xX2+4 X2 +4
e gd(X)=0 & -xX2+2x-4=0, A=4-16=-12 pas de racines

e donc ¥xe [0;+oo[, g(X) <0. Lafonctiong est décroissante.

X 0 o +00

g3 -

9(x) o—

c) Sur [0 ;+oo[, la fonctiong est continue car dérivable, monotone (décroissante) et
0 € g([0; +0[) =] — o0; 2In2] donc d’'apres le théoréme des valeurs intermé-

diaires, il existe une uniquetel sur g(a) =0

PAUL MILAN 2 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr
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d) 9(3) ~ -0,435 donc g(0) xg(3) <0 donc a€[0; 3]

Avec l'algorithme par dichotomie, on trouve, 158 < a < 2,159 apres 12 itéra-
tions.

e) Commeg est décroissante sur [@-¢o[, on obtient le tableau de signe suivant :

X 0 a +00

a(x) + 0 -

Partie B

1) D’apreés les premiers termes sur le graphique suivanteanfaire la conjecture sui-
vante : la suitel,) est croissante et converge vers

A

35 1

3.0 1

25

2.0 A

15

1.0 A

|
I
|
0.5 A |
|
|
|
|

Y

@) 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

2) Voir graphique

3) a) Soit la proposition:¥Yne N, 1<u,<a
Initialisation : up =1 donc 1< Up < a. La proposition est initialisée.
Héredité : Supposons que € u, < @, montrons que X u,; < a.

2

1<u<a © 1<U¥<a® © 5<1+4<e®+4 o In5<In(Ud+4)<In(e®+4)

car la fonction In est croissante sur ]@<o[. De plus, on sait queg(a) = 0 donc
In(@? + 4) = @. On adonc :

5<In(Ui+4)<a & 1<In5< Uy <a. Laproposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité¥ne N, 1< u, <«
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D) Uni1 — Uy = f(Un) — Un = g(Un).
D’apres la question 2e) de la partie Aqifex € [0 ; o], g(X) >0
Comme I<u,<a g(u) >0 & Uy —U,>0. Lasuite () est croissante.

La suite (1,) est croissante et majorée pard’apres le théoreme des suites mono-
tone la suite,) converge verg

c) Lafonctionf est continue sur ]1+ oo, d’apres le théoreme du point fixe, la limite
¢ vérifie f(¢) = ¢. D’apres la question 2c¢) de la partie A, il existe un uniguel
quef(a) =a.Onadonc{=a ~ 2,159

Exercice |l

Pour les non spécialistes

1) Lafonctionf définie sur [1 #oo par f(X) = 4,329Inx+ 70 est la fonction associée
a la suite ¢,). Comme la fonction In est une fonction strictement croissah est
croissante sur [1+oo[. La suite €,) est alors strictement croissante.

2) dign—dy =4,329In 1+ 70— 4,329Inn - 70 = 4,329(In 10+ Inn) — 4,329 Inn
=4,329In10=~ 9,97

Le nombre de décibels augmente donc d’a peu pres 10 si le eoddgppareils est
multiplié par 10.

3) a) dgo =4,329In40+ 70~ 85,97

b) Comme ds > 85 I'employé est donc dans son bon droit s'il refuse de tivai

15
4,329

4) a) 4329Inn+70<85 & 4,329Inn<15 & Inng

Comme la fonction exp est une fonction croissanteRsum < e (= 31,98)

Ona d,<85 © n<31
b) On peut placer au maximum 31 appareils dans ce local.

5) On peut proposer I'algorithme suivant qui donne commemép 31.

Variables : N entier
Entrées et initialisation
| 1>N
Traitement
tant que 4,329 InN + 70 < 85faire
| N+1-—> N
fin
Sorties: AfficherN — 1

/A On doit dficherN — 1 car pourN la condition n’est plus vérifiée.

6) On doit pour chaque boucle incrémenter la foncfiate 0,1 et vérifier qué(x) < 120.
On a alors l'algorithme suivant qui donne comme résultaZ2dars :
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Variables : X décimal
Entrées et initialisation
| 15X
Traitement
tant que 8,68InX + 93, 28 < 120faire
| X+0,1->X
fin
Sorties: AfficherX - 0,1

Exgercice |V

Pour les spécialistes

1) a) Ona 143 11x13 et 51=3x 17. Les nombre 143 et 51 sont premiers entre
eux, donc d’aprés le théoreme de Bézout, il existe un coupletiér relatifs &, y)
telque 14%+51y=1

b) On applique le théoreme d’Euclide puis on le remonte pauver une solution
particuliere.
143=51x2+41 (1)

51=41x1+10 (2)
41=10x4+1 = 10x4=41-1

(2)x 4 51x4=41x4+10x4
=41x4+41-1
=41x5-1 = 41x5=51x4+1

(1) x5 143x5=51x10+41%x5
=51x10+51x4+1
=51x14+1

Ona 143 5+51x(-14)=1. (5,-14) est solution de (E)

c) En soustrayant I'équation de la solution générale a bBéign de la solution parti-
culiere, on trouve :
143x+ 51y = 1
= 143x-5)+51y+14)=0
{ 143(5)+ 51(-14)=1 ( ) v )
On obtient alors 143(-5) =51(-y-14) (E).
51 divise 143%-5), comme 143 et 51 sont premiers entre eux, d’apres le timéore
de Gauss, 51 divisx(-5). Onaalors:x-5=51k, keZ

En remplagant dans (E’), on trouvey — 14 = 14Xk
En isolantx ety, on obtient 'ensemble des couples solutianyj :

{x:5+5]k

kez
y=-14-14%
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=0 [51
d) {X 5] 51 et 143 divisex

x=0 [143]

Comme 51 et 143 sont premiers entre eux, d’apres le corolairinéoreme de
Gauss, 5k 143= 7293 divisexdonc x=0 [7293]

Réciproquementx = 0 [7293] alors 7293 divisg, comme 7293= 51 x 143
alors 51 et 143 divis& etdoncx=0 [51] et x=0 [143]

e) Le temps écoulé doit étre un multiple de 51 et 143, d’apres la quegtiénédente
t est donc un multiple de 7293. On observera a nouveau les dewmeent au
bout de 7293 jours.

Pour déterminer la date, il faut connaitre le nombre d’asméatenues dans 7293

jours.
7293

36525

Sur les 20 années, comme 2015 n’est pas bissextile, il y adearnssextiles, donc
ilya: 20x 365+ 5 = 7305 jours.

~ 19 6 soit presque 20 années.

Il faut donc enlever 7305 7293= 12 jours au % janvier soitle 20 décembre de
lannée 2015+ 19= 2034

Le jour sera donc le 20 décembre 2034.

Pour connaitre la date, 72937 x 1041+ 6 donc 7293= 6 [7]. Il faut donc
rajouter 6 jours au jeudi soit le mercredi.

Les deux événements auront lieu le méme jour le mercredi @nalére 2034.
2) a) pgcd(621) =3

b) Sil'on veut que les événements A et B aient lieu en méme seappesl périodes
de 6 jours ev périodes de 21 jours, on doit avoir :

6u=2lv+8 & 6u-2lv=8 (E)

8 n'est pas un multiple du pgcd@®1) = 3, d’apres le corollaire du théoreme de
Bézout, il n'y pas de solutions entiére a I'équation)(E

c) Les événements A et B ont lieu en méme temps apiriodes de 6 jours at
période deb jours, on a alors :

u=hbv+8 & 6u-bv=8 (E)

Pour que I'équation (B ait des solutions entiéres, d’aprées le corollaire de Bézout
8 doit étre un multiple dd = pgcd(6 b), doncd divise 8 et 6 d’'oud = 1 oud = 2.
b ne doit pas étre un multiple de 3.

Pour que les événements A et B aient lieu en méme temps dderd [3]
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