CHAPITRE 06 : LA FONCTION LOGARITHME

14 janvier 2016

Correction du devolr

adu lundi 4 janvier 2016

EXERCICE |

Equations et inéquation

(6 points)
1) a) In(Xx—-4)=In(2x+ 1)
4
3x-4>0 X>3 4
Conditi : Dt = |5,
onditions {2x+1>0 = 1 = Di=|3 +oo[
X>—=
2
x € D¢, lafonction In étant monotone sur ]@¢o[, on a :
Xx—4=2x+1
X=5¢€ D¢
4
P 2 2 s=5
b) In(x> = 3x — 2) = In(2x — 6)
» X -3x—2>0 X € —00;3_\/1_7U 3+\/1_7;+oo
Conditions : =3 2 2
2x—-6>0
X>3
3 17 3 17
D = +\/_;+oo avec +\/_z3,56
2 2
x € Dy,

la fonction In étant monotone sur ]@&-¢o[, on a:
X —3x-2=2x-6

X -5x+4=0

X1 =1¢ D¢ et X, =4 € Dy

3+ V17

=N

2) a) In(5<+ 20)> In(3x - 2)

N 5X+ 20> 0 x> -4
Conditions :

D: =
3x—2>0 2 = b

2_+[
— 1400
- 3’
X>3

la fonction In étant croissante sur |@¢[, on a:
5x+20>3x—-2

x> -11

X € Dy,

2
-11 .3 +
1

v 8

S=D;=

5
=, t00
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b) In(x? — 5x — 14) > In(2x? — 10x + 8)

Racines de — 5x — 14 Racines de & — 10x + 8
A=25+56=81=9 A =100-64=36=6°
5+9 10+ 6
= :7 = :4
X1 5 X1 4
5-9 10-6
_—:—2 _—:l
Xo 5 X2 4
» X —5x—-14>0 X€] —00;—2[U]7;+0o0]
Conditions : ) =
2x°—10x+8>0 X€]—o0;1[U]4; +0o]
-2 1 4 7 +00
— : :  e— Df =] — 00 =2[U]7 ; +09]

x € D¢, lafonction In étant croissante sur ]@¢o[, on a:
X* —5X— 14> 2x* — 10x + 8
—X>+5x-22>0
A =25-88=-63
—x2+5x-22<0, VYxe Dy
impossible S =@

3) a) On compose avec la fonction In :

. 3In10
0,18

el - 10°% o -0,181<In10° o ~ 38 37

Le plus petit entien est donc 39.

b) On peut proposer I'algorithme suivant pour vérifier lausioin.

Variables : N : entier
Entrées et initialisation
| 0O—> N
Traitement
tant que e %1& > 1073 faire
|l N+1—-> N
fin
Sorties: AfficherN

Exercice ||

Exponentielle et logarithme népérien (9 points)

1) a) g(X) = e+ xe* = eX(x+1)
Si x>0, x+1>0et &>0 doncg(x)>0

La fonctiong est donc croissante sur [8-¢o[
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b) CalculerX lim g(x)

lim x=+co | par produit et somme

X—+0o0

lim & =+oof lIM g(X) = +oo

X—+00

c) Sur [0 ;+oo[, la fonctiong :
e est continue car dérivable,
e monotone (croissante),
e gchange de signe cgf0) = -1 etxﬂﬂl g(X) = +o0

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaigesannule une seule fois ensur
[0;+c0[.Onadon@(a) =0 & ae"=1

Pour trouver un encadrement deon peut calculeg(l) = e— 1 ~ 1,718, donc
a€[0; 1]
Par I'algorithme de dichotomie, on trouve 356 < a < 0,567 avec 10 itérations.

d) Comme la fonctiomy est croissante sur [O+eo[, On a:
Sl X<a, g(X)<0 et six>a, g(x)>0

2) a) Déterminer la limite dé en O.

lime*=1 Par somme
x—0

Iim =InX= +c0 I"T]+ f(X) = 400
x—0* x—0

b) On vérifie aisément I'égalité, on a alors :

e . . X
lim — = 400 par quotient |Im§ =0

X—+00 X X—+00

X—+00 X X—+00

. Inx . . X Inx
lim — = 0, donc par produit et somme |I7(ﬂ ~ = X 7) =1

lim € = +oo, par produit lim f(Xx) = +co
X—+o00

X—+o00

0) foe—toX-1_9X
X X X
d) Sur]0 ;+o[, x> 0 doncf’ est du signe dg.
X 0 a +00
f(x) - 0 +
+00 +oo
f(x)
f(a)

e) D’apres le tableau de variatiohadmet comme minimumm = f(«)

1 1
Commeae® =1 alorse® = — et o= —
[0 e

1 1 1 1
donc m=e-lnha==-In—=—+Ine*=—+a
[0 er a a
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1 1 1 1
Comme 0566<a<0,567 alors —— 0 567 " 0 66 soit J,763< <1,767

1
Par somme 2B29<a+ — < 2,334 donc 232<m< 2,33
a

) T:y=FQ)Xx-1)+f(1) or f’(1)=e-1 et f()=e
donc y=(e-1)x+e © y=(e-1)x+1

4) On obtient la courbe suivante :
A

-10

Exgercice |l

Fonction retorse (5 points)

1) On obtient la courbe suivante :

A
5.

©y

-20 -15 05 10 15 20 25 30 35 4
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2) A partir de cette représentation graphique, on peut ctunjer que :
a) f est croissante surq 1 ;+oof,
b) que I'équationf(x) = 0 admet une unique solution= 0.

3) a)f(x):2x—2,2+x+l X+1 X+1
2x2-0,2x _ 2x(x—0,1)

X+1 X+1
b) /(X)) =0 & x=0o0ux=0,1

22  (X=22)(x+1)+2,2 2@ +2X—2,2X—2,2+2,2

Commex > -1, x+ 1> 0 donc le signe dé’(x) est le signe dex(x — 0,1)

e Si xe]-1;0[U]0,1;+c[, f’'(X) >0 doncf est croissante.
e Si x€]0; 0,1, f’(X) <0 doncf est décroissante.
c) e Limiteen-1
lim x2-2,2x=3,2

Xx—-1
i o + .-, .
Nim x+1=0")  par composition
lim Inx=-co lim In(x+ 1) = -0
Xx—0* X—-1*

Par produit et somme Iimf(x) = -0
X—-1*

e Limite en+

. . 2,2 .
lim x*2-2,2x = lim xz(l— = ):+<>o (par produit)

X—+00 X—+00

[im InX = 400 lim In(x+ 1) = +o0
X—+00

X—>+00

Par produit et somme  linf(X) = +oo

X—+00

Jim x+1= +<>0} Par composition

d) On obtient le tableau de variation suivant :

X -1 0 0,1 +00
f(x) + 0 - 0 +
0 +00
o s
. £(0,1)

e) L'équationf(x) = 0 admet une solution évidente= 0

D’apreés le tableau de variation, onfd0, 1) < 0, donc sur ]01 ; +oo[ :
e f est continue car dérivable,

e f est monotone (croissante),

e f change de signe carff(0,1) < 0 et Xﬂmo f(X) = +o0

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe dine deuxieme solu-

tiona € [0,1 ;+oo[ @ I'équationf(x) = 0

Il existe donc deux solutions a I'équatidix) = 0
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f) Les questions 3) b) et 3) e) contredisent les conjectueda question 2).
4) Une valeurs approchée @€, 1) = -3,17x 10°*

Comme cette valeur est trés petite, dans la premiére viatialiscette valeur était
confondue avec 0. Ceci explique les conjectures erronées.

Pour trouver la visualisation sur4 0,1 ; 0,2[, on calcule les valeurs extrémes :
f(-0,1) ~ —0,0018 et f(0,2) ~ 0,001.
On peut proposer comme intervalle pour [-0,002 ; Q001]

On obtient alors la visualisation suivante sur la calcidatr
Xgrad = O’ 05 ethrad =5x% 10_4

HORHMAL FLOTT AUTOD REEL RAD HP n

/

On remarque que la deuxieme solution de I'équatfifx) = 0 est proche de 0,15
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