CHAPITRE 5 : RAPPELS FONCTION EXP, FONCTION LN 9 jaNvIER 2021

Correction auv devolr
du 4 javvier 202)

EXERcICE 1
QCM justifie (5 points)

1) Réponse.
a. Les suitesy,) et (v,) sont géométriques.
Faux a cause du 1 devant la puissance.

b. La suite (1,) est minorée par 1.
Faux la suite (1,) est majorée par 1 can e N, u, < 1.

c. La suite (v,) converge vers 1.

. . (1\" 1 . .
Vrai car lim|=] =0 car-1< Z < 1 donc par somme limu, = lim v, = 1.

N—+o00 4 nN—+o0 N—+o00

D’apreés le théoréme des gendarmes  livp= 1.

N—+o0

d. La suite (v,) est croissante.

n
Faux pas nécessairement contre-exenvgle= 1 + sinn (Z)

2) Réponsd. car f'(x) = 1e¥ + x(2x)e¥ = (1 + 2x?).
Les autres proposition sont nécessairement fausses.

1
X(1-= 1_1
3) Réponse. caron a, poux # 0 -1 ) _ S et
ponSe. P 22X+ 1 2 1\ ., 2 1
X¥(2- -+ = v
X X X X
lim 1- i = Par quotient
X—+00 X2

||m 2_;(+X_:2 x—l>+c>o 2X2—2X+1 2

X—>+00

1
1 Xz—l 1
2

4) Réponse.

a. La fonctionh est croissante sur l'intervalle-1 ; 0].
Faux car la continuité n'implique pas la monotonie.

b. La fonctionh est positive sur l'intervalle{1 ; 1].
Faux car la fonctiorh n’est pas nécessairement monotone sar;[0] ou sur [0 ; 1]
et peut ainsi étre négative par endroit.

c. Il existe au moins un nombre réeldans l'intervalle [0 ; 1] tel queh(a) = 1.
Vrai la fonction est continue sur [0 ; 1] et 1 est compris eh{® = 2 eth(1) = 0,
d’apres le TVI, I'équatiorh(x) = 1 admet au moins une solutiane [0 ; 1].

d. L'équationh(x) = 1 admet exactement deux solutions dans l'intervalte [ 1].

Faux car la fonctiorh n’est pas nécessairement monotone sar;[ 0] ou sur [0 ; 1]
et donc I'unicité des solutions sur ces deux intervalld@® = 1 n’est pas assurée.
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5) Réponse.

a. g admet un maximum en2.
Faux car il ne faut pas confondiggavec sa dériveg .
C’estg’ qui admet un maximum en2.
b. g est croissante sur l'intervalle [1 ; 2].
Fauxcar sur[1; 2], g'(x) < 0 donc la fonctiorg est décroissante.

C. g est convexe sur l'intervalle [1; 2],
Vrai car sur [1; 2],g est croissante et domg/(x) > 0.

d. gadmet un minimum en 0.
Faux, g admet un maximum en O cgf est positive pouk < 0 et négative sk > 0.

EXERCICE 2
Fonction In (7 points)

Partie A

. 1
1) La courbes; admet une tangente horizontale en A dorhc(é) =0.

. -2
En prenant le point C(0,3), on &*(1) = - = -1.
2) Tg:y=11)x-1)+ (1) © y=-1x-1)+2 & y=-x+3
Partie B
1) f(é)‘ € =g2-Ine) " e donc Ac%; et

f(1) = 1 =2 donc Be %;.

f)=0 o 2+INx=0 & Inx=-2 " "8 x—e2~0,135

La courbe?; coupe I'axe des abscisses au point d’absasse

2) En0O, ona
)!erg INnX = —co par sommeXJi()rJQ+ In X = —co)| par quotient
lim x = 0" lim f(X) = —00
x—0* x—0*
2 Inx
En+oo, f(X)= -+ —
X X
lim — =0 | par somme
X—+00 X
. Inx lim f(x)=0
lim — = 0] x>+ )
X—+00 X

1
—xx-1(2+1Inx)

3) f/(x) = X :1—2—Inx:—1—lnx.

X2 X2 X2
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4) f'(X)=0 © -1-Inx=0 o Inx=-1 & x=e*! (onretrouve le point A).

Comme la fonction In est croissante sur 89, la fonctionx — —1 — In x est dé-
croissante sur J0+oo[, on obtient alors le tableau de variation :

X 0 el +00
f(X) + 0 -

£(%) -

1 2
XXX 2N ok inY) x(-1+2+2In%) 1+ 2Inx

’7 _ X
5) () = v = v " v
0 1 in~ _1
f convexe & f”(x) >0 S 1+2Inx>0 & Inx> -3 g x>e2 ~ 0,607.
1
f est convexe suUe 2 ; +oof
ExERcIcE 3
Fonction exponentielle (6 points)

1) At =0, les baguettes sortent du four dorf¢0) = 225.
La température ambiante est de 25°C dotnc fi(h = 25.

—+00
t|—|>rpoo —6t = —co Par CompOSition par produit et somme |
T " lim f(t)=b = b=25.
lim e =0 ime™> =0 to+o00

t—o—00 t—+o0

f(0)=225 & ae’®+25=225 o a=225-25=200.
On a donc bien f(t) = 200e™% + 25.

2) Lafonctionf représentant le refroidissement des baguettes est nigeassat décrois-
sante. On peut le vérifier par la dérivée.
Pour toutt € [0 ; +oo[, f'(t) = 200(-6)e™® = -1206% < 0.
Sur [0 ;+oo[, la fonction f est continue (produit de fonctions continues), décroigsan
(monotone) et 40 est compris entf€d) = 225 etHIi+r(r>1o f(t) = 25, d’apres le TVI,
I'équation f(x) = 40 admet une unique solutidg

3) Par un balayage sur la calculatrice, on troutee~ 0,4 car f(0,4) ~ 43 144 et
f(0,45)~ 38,44 donc 04 <ty <0,45.
_In40-1In3

~ 0,432
6

On peut résoudre algébriquemdiit) = 40 < t
1 6
4)a)dy=f(0)-f (&)) =225-200e 60 — 25~ 225-180,97- 25~ 19,03~ 19

La température de la baguette chute de 19°Celmihute aprés sa sortie du four.
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n n+1 6n 6(n+1)

= — | — — | = ' 60 — - 60 —

b) dy f(60) f( - ) 2008760 + 25— 2008 25
— Zoo(e—o,ln _ g 0lny e—o,l) — 20001 (1 _ e—O,l)

dns1 _ 20%_0’1“”1)(1 - e—O,l) _ 20%—0,1ne—0,1(1 - e_o,l) = e%150.90
d,  200e0n(1-e0l) 200 0W(1-ge01) ~ U,

d . s : .
YneN, %1 = e 91, lasuite ¢I,) est géométrique de raisgn= e %! et de premier

termed, = 200(1- e %%) ~ 109.

Comme laraison & q = e%! < 1, la suite géométriquel() est décroissante.
dy = do(e®)" et lim (e*)n=0car-1 < e %! <1 parsomme limd, = 0.
Nn—+oo

Nn—+oo

La suite €@,) est décroissante et converge vers 0.

Ceci est prévisible car la température de la baguette dindeuaoins en moins
a mesure qu’elle se rapproche de la température ambianpeést an temps long,
la baguette sera a température ambiante et donc la dimindéidempérature sera
nulle.
Autre méthode moinsficace :
dn+1 _ dn — 20%—0,1(n+1)(1 _ e—O,l) _ 20%—0,1n(1 _ e—O,l)

— 20%—0,1ne—0,1(1 _ e—O,l) _ Zow—O,ln(l _ e—O,l)

=200 %11 - e %) (e % - 1) = —200e%"(1 - e %12 < 0
YneN, d,.—d, <, lasuite ¢,) est décroissante.

Soit la fonctiong définie sur [0 oo par : g(t) = 200e0% (1 - e‘o’l).

t—+o0 . _
imeoti=g — [mo®=0

lim & =0
too—co to+o0

lim -0,1t = —00} Par composition yar produit

Comme le continue transmet la limite au discret, la sw{gonverge vers 0.
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