
Chapitre 2 : raisonnement par récurrence. Limites de suites 14novembre 2021

Correction du devoir
Du lundi 8 novembre 2021

Exercice 1
Étude d’une suite (5 points)

1) Initialisation : n = 0, 06 u0 = 1 6 1. La propriété est initialisée.

Hérédité : Soitn ∈ N, supposons quen 6 un 6 n+1, montrons quen+1 6 un+1 6 n+2.

HR : n 6 un 6 n + 1
× 3

4⇒
3n
4
6

3un

4
6

3(n + 1)
4

+ n
4+1
⇒

3n
4
+

1
4

n+1 6
3un

4
+

n
4
+1 6

3(n + 1)
4

+
n
4
+1 ⇒ n+1 6 un+1 6 n+

7
4
6 n+2

Le propriété est héréditaire.

Par initialisation et hérédité :∀n ∈ N, n 6 un 6 n + 1.

2) • un+1 − un = −
1
4

un +
n
4
+ 1. D’après l’encadrement de la question 1) :

un 6 n + 1
×− 1

4⇒ −1
4

un > −
n + 1

4

+ n
4+1
⇒ −1

4
un +

n
4
+ 1 > −n + 1

4
+

n
4
+ 1 ⇒

un+1 − un >
3
4
> 0. Donc : ∀n ∈ N, un+1 − un > 0. La suiteun est croissante.

On peut aussi utiliser les encadrements de la question 1) :

∀n ∈ N, n 6 un 6 n + 1 6 un+1 6 n + 2 ⇒ un+1 > un

• D’après l’encadrement de la question 1) :un > n or lim
n→+∞

n = +∞, d’après le

théorème de comparaison lim
n→+∞

un = +∞.

3) a) vn+1 = un+1 − (n + 1) =
3
4

un +
n
4
+ 1− n − 1 =

3
4

un −
3n
4
=

3
4

(un − n) =
3
4

vn.

∀n ∈ N, vn+1

vn
=

3
4

, donc la suite (vn) est géométrique de raisonq =
3
4

et de premier
termev0 = u0 = 1.

b) vn = v0 qn =

(

3
4

)n

⇒ un = vn + n =

(

3
4

)n

+ n.

c) • un+1 − un =

(

3
4

)n+1

+ n + 1−
(

3
4

)n

− n =

(

3
4

)n (

3
4
− 1

)

+ 1 = −1
4

(

3
4

)n

+ 1.

∀n ∈ N,
(

3
4

)n

6 1
×− 1

4⇒ −
1
4

(

3
4

)n

> −
1
4

+1
⇒ −

1
4

(

3
4

)n

+ 1 >
3
4
> 0

∀n ∈ N, un+1 − un > 0, la suite (un) est croissante.

•



























lim
n→+∞

(

3
4

)n

= 0 car − 1 <
3
4
< 1

lim
n→+∞

n = +∞

somme
⇒ lim

n→+∞
un = +∞.
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Exercice 2
Limites de suites (4 points)

1) un =

n2

(

5− 2
n

)

n2

(

1
n2
− 1

) =

5−
2
n

1
n2
− 1

d’où



























lim
n→+∞

5− 2
n
= 5

lim
n→+∞

1
n2
− 1 = −1

quotient
⇒ lim

n→+∞
un = −5

2)

{−1 6 cosn 6 1

−4 64(−1)n 6 4

somme
⇒ −5 6 cosn + 4(−1)n 6 5

÷n
⇒ −5

n
6 un 6

5
n

.

lim
n→+∞

−5
n
= lim

n→+∞

5
n
= 0, d’après le théorème des gendarmes, lim

n→+∞
un = 0

3) un
÷n
= 2n + 1− 1

n +
1
n

d’où



































lim
n→+∞

2n + 1 = +∞

lim
n→+∞

1

n +
1
n

= 0
somme
⇒ lim

n→+∞
un = +∞

4) un = 3n

[(

2
3

)n

− 1

]

d’où



























lim
n→+∞

(

2
3

)n

= 0 car − 1 <
2
3
< 1

lim
n→+∞

3n = +∞ car 3> 1

somme et
produit
⇒ lim

n→+∞
un −∞

Exercice 3
Espèce animale (7 points)

1) u1 = 0,75u0(1− 0,1u0) = 0,75× 0,7(1− 0,07)≈ 0,488.
Au début de l’année 2021, il y a 488 individus.

u2 = 0,75u1(1− 0,1u1) ≈ 0,75× 0,488(1− 0,0488)≈ 0,348.
Au début de l’année 2022, il y a 348 individus.

2) f (x) = 0,75x(1− 0,1x) = 0,75x − 0,075x2 donc f ′(x) = 0,75− 0,15x.

x 6 1
×−0,15

x>0⇒ −0,15x > −0,15
+0,75
⇒ −0,15x + 0,75> 0,6 ⇒ f ′(x) > 0

∀x ∈ [0 ; 1], f ′(x) > 0 la fonction f est croissante sur [0 ; 1].

x

f ′(x)

f (x)

0 1

+

00

0,6750,675

3) f (x) = x ⇔ 0,75x − 0,075x = x ⇔ 0,25x + 0,075x2 = 0 ⇔ 0,25x(1+ 0,3) = 0.

x = 0 ou x = − 1
0,3
= −10

3
< [0 ; 1]. Une unique solutionx = 0 dans [0 ; 1].

4) a) Initialisation : n = 0, 06 u1 = 0,4886 u0 = 0,7 6 1. La propriété est initialisée.

Hérédité : Soit n ∈ N,
supposons que 06 un+1 6 un 6 1, montrons que 06 un+2 6 un+1 6 1.
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mailto:milan.paul@wanadoo.fr


correction devoir de mathématiques

HR : 06 un+1 6 un 6 1
fր
⇒ f (0) 6 f (un+1) 6 f (un) 6 f (1) ⇒

0 6 un+2 6 un+1 6 0,6756 1. La propriété est héréditaire.

Par initialisation et hérédité :∀n ∈ N, 0 6 un+1 6 un 6 1.

b) D’après la question précédente, la suite (un) est décroissante et minorée par 0 donc,
d’après le théorème des suites monotones, la suite (un) converge versℓ > 0.

c) La suite (un) est convergente et définie parun+1 = f (un).
La fonction f est continue sur [0 ; 1], d’après le théorème du point fixe,ℓ vérifie
l’équation f (x) = x. D’après la question 3), on en déduit queℓ = 0.

5) a) Le biologiste a raison car la suite (un) converge vers 0.

b) La fonction menace() renvoie la valeur 13

Au bout de 13 ans le nombre d’individus sera inférieur ou égalà 15 et donc l’espèce
animale sera en voie d’extinction.

Exercice 4
Somme de termes (4 points)

1) u1 =
1

1+
√

1
=

1
2

, u2 =
1

2+
√

1
+

1

2+
√

2
=

8− 3
√

2
6

≈ 0,626

u3 =
1

3+
√

1
+

1

3+
√

2
+

1

3+
√

3
≈ 0,688.

2) a) On a le programme complété suivant.

b) On obtient alors le tableau suivant :
n 10 50 100 1 000 10 000
un 0,819 0,914 0,938 0,979 0,993

Conjecture : la suite (un) converge vers 1.

from math import ∗
def u ( n ) :

u=0
f o r i i n range ( 1 , n+1) :

u=u+1/ ( n+ s q r t ( i ) )
re turn u

3) 16 k 6 n
√
ր
⇒ 1 6

√
k 6
√

n
+n
⇒ n+1 6 n+

√
k 6 n+

√
n
↑(−1)
⇒ 1

n+
√

n
6

1

n+
√

k
6

1
n+1

.

4) Par somme desn termes :
n

n +
√

n
6

n
∑

k=1

1

n +
√

k
6

n
n + 1

⇔ n

n +
√

n
6 un 6

n
n + 1

n

n +
√

n
÷n
=

1

1+
1
√

n

or lim
n→+∞

1+
1
√

n
= 1

quotient
⇒ lim

n→+∞

n

n +
√

n
= 1.

n
n + 1

÷n
=

1

1+
1
n

or lim
n→+∞

1+
1
n
= 1

quotient
⇒ lim

n→+∞

n
n + 1

= 1.

D’après le théorème des gendarmes la suite (un) converge vers 1.
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