CHAPITRE 5 : RAPPEL FONCTION EXP, FONCTION LN 9 jaNvIER 2023

Correction du devoir
v mereredi 4 javvier 2023

Exgercice 1

Fonction In (10 points)
Partie A : fonction auxiliaire g

1) g(1)=0 etg(e) =e- 2.
2) Limite en+oco: g(X) = 2x—xInx-2=x(2-1Inx) -2
lim x = 4o } Par produit

im 2-InXx= -

X—+o00

. somme |, .
lim x(2-InX) = -0 = lim g(X) = —
X—+00 X—+00

LimiteenO :
Iim —xInx=0
Xx—0*

lim 2(x~1) = -2} par somme
lim g(x) = -2
x—0*

3) g’(x):2—|nx—x><%(:1—lnx.

gdx)=0 & Inx=1 & x=e
4) a) On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 1 e +00
g (3 + 0 3
e-2
a(x) ) 0 T
- —00

Sur ]0; €], la fonction g est monotone (croissante) gtl) = 0 donc I'équation
g(x) = 0 admet une unique solution 1.

sur [e; +oo[, la fonction g est continue car dérivable, monotone (décroissante) et

change de signe cafe) =e— 2~ 0,718 etx_ljmo g(X) = —oo donc d’aprés le TVI,
I'équationg(x) = 0 admet une unique solutian

b) g(6) = -0, 751 donax € [e; 6].
Par I'algorithme de dichotomie, on trouve :, 921< a < 4,922.

X 0 1 a
o0 | | -0+ 0 -

+00

5) On obtient le tableau de signe suivant :

Partie B : étude de la fonction principale
1) Limitesen+oo: f(X) =Xx(@B-Inx)-2Inx.
lim x = +co Par produit

X—>+00

lim 3—Inx=—oof M X(2-InX) = —co

X—+00 X—oo

. somme
lim =2Inx=-00 = lim f(X) = —c0.

X—+00 X—+00
Limiteen O : lim 3x=0, lim —xInx=0 et lim-2InXx= +o0
X—0* Xx—0t X—0t

par somme limf(x) = +oo
X—0*
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12 2 2x—xInx—2 2(x—1)—xI
2) a) /(X) = 3-In x—xx 2= 2 = 2ulnx—2 = X=XINx=2 _2x-1)-xinx _ g(x)
X X X X X X

b) D’'apres la question 5) de la partie A, ona : avE@) ~ 3,734

X 0 1 a 400
f(x) - 0 + 0 -
+00 f(a)
f(X) ~N
3 -0
/(X) X X — g(X X=XInx=2x+2+xlnx 2-x
3) a) fu(X) — g( ) X2 g( ) — X2 _ X2 .
b) f”(X) =0 & x=2 et signe dd”(x) = signe de (2 x).
X 0 2 +0o0
f7(X) + 0 -
f convexe()) concave

¢t admet un point d’inflexion J(2 ;-84 In 2) car la dérivée seconde s’annule en 2 et
change de signe.

4) On obtient la courbe suivante :

|
|
|
|
convexe: concave

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I
1 2

©) 3 4 5 6 7 8 9 10 11 213 \ 15
-1

EXERCICE 2

Fonction exponentielle et suite (10 points)

Partie A : Etude d’une fonction

1) Limite en+oco: lim X2 = +oo0 et lim € = +oo par produit lim f(x) = +co.
+00

X—+00 X—>+00 X—

Limite en—co : lim x3%¢* =0 (limite de référence).

X——00

2) f/(X) = 3x%e* + x%e* = x2e*(3 + X).
2

3) f'(X) =0 & x=0 ou x=-3 et signe dg’(x) x2° signe de (3+ x).
Remarque : ¢ admet un point d’'inflexion en 0 cdr(x) = O et ne change pas de signe.
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X —00 -3 0 +00
f'(X) - 0 + 0 +
0 +00
f(x) — 0
-27e3

4) Soit g(x) = f(x) —x ona ¢g(0,5) =-0,294 etg(1l) ~ 1,718 donca € [0,5; 1].

Par I'algorithme de dichotomie, on trouve ; M3 < a < 0, 704.

Partie B : Etude d’une suite

1
e

1) u; = —-e1~-0,368 et U, = (~e )3 = —e3ee ~ 0,034
2) On retrouve le résultat trouvé précédemma(i) ~ —0, 034.
3) Initialisation: N=0 Uy =-1 et u; ~ -0,368 onadonel< uy<u; <0.
La proposition est initialisée.
Hérédité : Soitn € N, supposons quel < U, < Un,1 < 0,
montrons que-1 < Up,1 < Upyp < 0.
HR: -1 < U, <up <0,5 comme lafonctiorf est croissante sur[L; 0] on a
f(-1) < f(up) < f(Uns1) < f(0) = —-0,368< U1 < U2 <0 =
—1 < U1 < Upyp < 0. La proposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité, on a¥x e N, —1 < U, < Uyi1 < 0.

4) La suite (1) est croissanteuf < un,1) et majorée par 0, d’apres le théoreme des suites
monotone, la suite, converge verg < 0.

5) La suite (i) définie pawu,., = f(u,) converge verg, comme la fonctiorf est continue
surR, d’apres le théoréme du point fixeest solution de I'’équatiofi(x) = x.
fX)=x © X}e&=x © x(¥*¢-1)=0 & x=0 ouxe-1=0
Commef < 0 et que la solution d&?e* — 1 = 0 est supérieur a 0,5, la seule solution
acceptable est = 0. La suite (I,) converge vers{ = 0.
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