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Correction covtrdle de MA‘(‘J’\é.MA‘Ci%)e.S
du mardi 24 janvier 20I12.

Exercice 1
Question de cours. (4 points)
1) Tout entier naturah, n > 2, admet un diviseur premier.
Sinn’est pas premier, alors il admet un diviseur prenpiéel que : 2< p< Vn

Application : V271 ~ 16,46. On teste donc tous les nombres premiers jusqu’a 16
c'estadire:2,3,5,7,11,13.

271 n'est divisible par aucun de ces hombres. 271 est donombne premier.

2) La décomposition de 960 est: 96(@° x 3x 5

Soit un nombren (n > 2) dont la décomposition en facteurs premiers est: p;* x
p3Zx -+ - x pa", Le nombre de diviseud est alors N = (a1 + 1)(@2 +1). .. (@m+1).
Pour960: N = (6+1)(1+ 1)(1+ 1) = 28. 960 a donc 28 diviseurs.

3) Sile nombre de diviseurs est impair, tous les facteufd dent impairs, c’est a dire :
Yie{l,2,....,m} «a +1lestimpair donc «; estpair

Tous les exposants dans la décomposition sont pairs, leneagsbdonc un carré.

Exercice 2

«Les zéro de 1000!» (4,5 points)

1) 1000! est divisible par 2 et par 5, donc sa décompositionagnbres premiers est de
laforme: 2x59x N, avecp > 1 etq > 1. N est alors le produit de nombres premiers

différents de 2 et de B est donc premier avec 2 et 5. Il est donc premier avec 10.

2) a) lly a%): 200 nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisible par 5.

200 o . R .
b) llya % = 40 nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisible Far 5

40 el . R .
c) llya T = 8 nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisible par 5

d) Il'y a 1 nombre inférieur ou égal & 1000 divisible par. 625= 5%,

e) Comme 1000! contient tous ces facteurs, 1000! contief®xB*0x 58 x 5 = 5249,
Onadonc g =249

, 1
3) 1000! contient au moms%): 500 facteurs de 2 done > 500 et don@ > Q.

Onaalors 1000k (2 x 5)?49x 2P249x N = 10°*° x M oll M n’est pas divisible par
5, donc non divisible par 10. 1000! posséde donc 249 zéros.

Exercice 3

Trouver un nombre premier (3 points)
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1) Ona: 1p+1=nr? soit 17p=n’-1=(n-1)(+1)

2) Théoreme de Bezouf:premier divise le produib si et seulement g divisea ou p
diviseb.

3) Comme 17 est premier, on en déduit que 17 divise alorks1 ou n+ 1.

Si17 divisen—1 alors n—1=17k etdonc p = k(n+ 1). Commep est premier
alors k=1.0n en déduit :

n-1=17 donc n=18 donc p=n+1=19

De méme si 17 divisen+ 1 alors n+1 =17k etdonc p = k(n-1). Commep est
premier alors k = 1. On en déduit :

n+1=17 donc n=16 donc p=n-1=15 non premier. Impossible

Conclusion : Seulp = 19 convient.

Exercice 4
Nombre de diviseurs (3 points)
1) Ona: 12 =22x3x 293 = 223+ On doit donc avoir :
(@+2+1)B+1+1)=2(+1)(B+1)
af+2a+3B8+6=2aB+2a+2B+2
af-p=6-2
Bla-1)=4

2) Les deux décompositions de 4 sont x4 et 2x2. On a donc les systémes suivants :
B=1 p=1 B=4 p=4 B=2 B=2
= , = et =
a—-1=4 a=5 a—-1=1 a=2 a—-1=2 a=3
On obtient les solution suivanten = 2°3! = 96, n = 223* = 324, et n = 233? = 72.

Exercice 5
Vrai-Faux (1 points)

Proposition : vraie Commek (2 < k < n), k divise doncn!. On peut donc écrire
n! = kp. On a alors :
n'+k=Kk(p+1)
n! + k est donc le produit de deux nombres supérieurs a 1. |l n'est das premier. La
proposition est vraie.

Exercice 6
Trouver un entier (1.5 points)
1. Ona: 2008 23x 251

251 est premier car d'apreés le critére d'arr§51 ~ 15,8, 251 n’est pas divisible
par2,3,5,7,11et13.
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2. On sait quek et k® contiennent les mémes facteurs premiers. Comme 2008 divise
k8, k contient les facteurs premiers 2 et 251. Pour obtenir lapdtise valeur deé,
nous ne retiendrons que ces facteurs. On a donc :

k=2"x25¢ o K°=2%x251%
La plus petite valeur d& est donc obtenu avec : o6> 3 et @8 > 1. On obtient

alorse =1 etg=1.0Onaalors:k=2x251=502.

Exercice 7
Egalité de Sophie Germain (3 points)
1) On developpe la quantité :

("% + 2m? + 2mn)(n? + 2n? — 2mn) = n* + 2n?n? — 2n°m+ 2n?n? + 4m* — 4nm®
+ 2n°m+ 4nnt® — 4n’n?
=n*+ 4m’

Certains éléeves m’ont proposé mieux, en considérant queelesfdcteurs sont de la
forme @+ b)(a— b) = a2 — b?, ce qui donne :

("? + 2?7 + 2mn)(n? + 2n? — 2mn) = (n? + 2n?)? — 4nPn?
= n* + 4n’n? + 4t — 4nPn?
=n*+ 4m’

On retrouve donc I'égalité.
2) Pourn* + 4, on prend donm = 1, on obtient donc :
n*+4=(?+2n+2)(N*-2n+2)
n* + 4 est premier si le plus petit facteur est égal a 1. On a alors :
n-2n+2=1 o n-2n+1=0 o ((-17>=0
Doncn* + 4 est premier si et seulementrsi= 1.

3) Ona: 4%+ 545 = 545" + 4 x 4°% = 545 + 4(4'3%)%. On prend donen = 43¢, On
aalors:

545" 1 4(4138)% — [5452 + 2 (49 +2x 545 4136] [5452 + 2 (49 - 2x 545 41%¢

= [5452 + 2273 (4136 + 545)] [5452 + 2273 (4136 - 545)]

Les deux facteurs sont manifestement supérieurs &31+4645' n’est donc pas pre-
mier.
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