CHAPITRE 2 : PGCD.THEOREMES DE BEZOUT ET GAUSS 9 janvier 2017

correction aevolr du

Jevai OS janvier 2017

Exercice 1
Puzzle (7 points)

1) a) pgcd(1317) = 1 donc d’aprés le théoreme de Bézout, il existe un couple ident
relatifs u,v) telque: 13+17v=1 (1).

b) D’aprés I'égalité (1),ona: ¥7=1- 13u.
Onremplace dang : ng = 5x13u+2(1-13u) = 5x13u+2-2x13u = 3x13u+2.
Donc le reste de la division dg par 13 est 2 doncng = 2 [13].
De méme d’'apres I'égalité (1), ona: U3 1-17v.
Onremplace dans: ny = 5x(1-1AW)+2x17 = 5-5x17v+2x17 = —3x17+5.
Donc le reste de la division dg par 17 est 5 doncng = 5 [17].

, Ng est solution de (S).
no=5[17]" ° )

Conclusion :{

c) On peut donner une solution a I'égalité (1) en remontahgdrithme d’Euclide :

17=13x1+4 (2) (2)x3 17x3=13x3+4x3

13=4x3+1 17x3=13x+13-1
17x3=13x4-1

donc 4x 3=13-1. 13x4+17x(-3)=1

Donc en remplagant damg, on obtient np = 5x 13x 4+ 2x 17 x (-3) = 158.

2) Caractérisation des éléments & (
a) Soitnun entier relatif appartenant 8. Commen, est aussi solution de (S),on a:

{n52[13] o {n052[13]

n=5[17] N =5[17]
On soustrait termes a termes les deux congruences, ontohtiemg = 0 [13] et
n—ny=0[17]

13 et 17 divise alorsn(— ng), comme pgcd(137) = 1, d’apres le corollaire du
théoréme de Gauss, X317 =221 divise i—ng). Onadonc n—ng = 0[221].

b) On a montré que siappartient a (S) alorsn—ng = 0[221] & n=ng[221].
Sion prend ny = 158, on a donn = 158+ 221k, avec k € Z.
Réciproguement sin = 158+ 221k, on vérifie aisément quee (S).

3) Application
D’apres I'énoncén est un élément de S, donn = 158+ 221k

0<n< 10006 0 < 158+ 221k < 1000 —58 < 221k < 842 & —_25281 <k< _g‘z‘i_
58 842
_58 . _ N )
or 551 0.26 et 221 3,81 donc O<k<3

On teste les valeurs dede 0 a 3, pour déterminer la solution qui est un nombre entier
de centaines :
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k| O 1 2 3
n|158| 379 600 821

Le nombre de pieces du puzzle est de 600.

EXERCICE 2
Jetons (3 points)

1) a) 2;-3)ou (3;4) sont solution de (E).
b) Soit (x,y) un couple solution de (E), commeZ ;-3) est aussi solution de (E) :

x-5=1
7(-2)-5(-3)=1
En soustrayant termes a termes, on obtient :
7Tx+2)-5y+3)=0 & 7(x+2)=5({+3) (E).
5 divise 7 + 2), comme pgcd(5,7F 1, d’apres le théoreme de Gauss, 5 divise
(x+2). Onaalors x+2="5k, keZ.
en remplacant dans (E’), on trouve + 3 = 7k

X = -2+ 5k
L'ensemble des couples solutionsy) sont de la forme : , keZ
y=-3+7k
2) Soitx, y etzle nombre respectif de jetons rouges, verts et blancs.
X+y+z=25 (1)
xX-5y=1 (2)
e De (1), onen déduitque € x+y<25 (3)
e De (2) on obtient d’aprés la question 1x = -2+ 5k et y= -3+ 7k.
e Enremplacant dans (3) :
5 30

0<-2+5k-3+7k<25 & 5<1%<30 & 1—2<k<1—2
30 5

5
or 1—2~O,41 et 1—2_5_2,5.
Onadonc X k< 2. Il existe deux valeurs polr: 1 et 2.
a) k=1, alors x=3, y=4 et z=25-3-4=18

b) k=2, alors x=8, y=11 et z=25-8-11=6

Onadonc {
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