CHAPITRE 4 . LES MATRICES

29Mma1 2019

Correction convtréle de MAtkéMAtiﬁ)es

Exercice 1

du _jeudi 23 mai 20194

Cartes de péche

1) On peut faire le graphe probabiliste suivant :

On a alors les relations suivantes{.

La matrice cherchée est doncM = (

0,35

~—
0,65 CL QD 0,55
<~
0,45

.€n+1 = 0, 65€n + 0, 45:1n
On+1 = 0,350, + 0, 550

0,65 Q45
0,35 055/

2) Il faut calculer la proportion de pécheurs au bout de deux antasoiatricePs.

P, = MP; = MZPO:(

0,35 055/\0,35 055/\0,6

[ 0,65+0,45x0,35  065x0,45+0,45% 0,55
~10,35%0,65+0,55x 0,35  035x0,45+ 0,55

_ (0,58 Q54)(0,4\ (0,55
~lo.42 a46/l0,6) 70,444

0,65 Q 45) (O, 65 Q 45) (0, 4)

(11 points)

0,4
0,6

En 2019, la proportion de pécheurs achetant une carte de péchguamtaest donc de 0,444.

3) a)

b)

4) a)

D’aprés leslignes5et6,0naTQ=QT =1,
donc la matrice Q estinversible e =T

D’aprés la ligne 7 : D = TMQ, en multipliant a gauche p& :

QD = QTMQ = QQIMQ = I,MQ = MQ, en multipliant & droite pa®* :
QDQ 1= MQQ! = Mly = M.

Montrons par récurrence queY¥ € N*, M" = QD"Q 1.

Initialisation : n=1, M = QDQ™L. La proposition est initialisée.
Hérédité : Soitn € N*, supposons quév” = QD"Q1, montrons queM™! =
HR: M" = QD"Q! en multipliant & gauche pan

Mt = MQD'Q =P (QDQ)QD Q™ = QD(1,DMQ 1 = QDD"Q
La proposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité ¥ € N*, M" = QD"Q L.

Ona ¥ne N*, Pp,1 = MP,, on aalors de proche en proche :

Pn = MPn—l = MZPn—Z - = Mn—lpl — MI’]PO.

QDn+1Q_1.

— QDn+lQ—1
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CONTROLE DE MATHEMATIQUES

1 n _ n
b) Ona: P, = (9+7><0,2 9 9><0,2)(O,4)

16\7-7x0,2" 7+9x0,2"/10,6
En ne développant que la premiére ligne on a :

1 1
th=75[(9+7x0.270,4+ (9-9x0,20,6] = 1£(3.6+2,8x0,2"+5,4-54x0,2)

1 9 26 9 13
— T (9-26x02M=— 29 g2 _ 25 g
160~ 26x0.2) = 75— 75 x0.27= 75— 55 %0,

5) La suite (02") est décroissante donc la suitéd(2") est croissante.

On en déduit alors que la suitg,) est croissante.
. . . 9
De plus . I|[n 0,2,=0 car-1<0,2<1, parsomme et produr[n +Imfn = 16 =0, 56.

Conclusion : La suitef) est majorée par 0,56 et donc la proportion de pécheurs achetant la
carte de péche libre ne peut dépasser 0,56 et par conséquent 0,6.

EXERCICE 2
Suite de Fibonacci (9 points)

ppzo (b (L Yo (iel 1+0)_(2 1
{1 olr o/7(1+0 140/7{1 1
Ea_pp_ (2 YL ) _(2+1 2+0)_(3 2

7T gl o) \1e1 14072 1

Un+1  Un )

2) Montrons par récurrence que/n € N*, F" = ( u U
n n-1

L (1L (e wu _ _ -
Initialisation : n_l,F_(l O)_(ul Uo) carlp = Ui +Uy=1+0=1.

La proposition est initialisée.

Un+1  Un
Un Un-1

EM+l — Enp HR U1 Up (1 1 _ Un+1 + Un  Unt1 _ Un+2  Unt1
U Un-1/\1 O/ \Up+Up1 Un Uns1  Un

car Upi2 = Upp1 + Up €1 Upp1 = Uy + Un—1. La proposition est héréditaire.

Un+1  Un
Un  Up-1

Hérédité : Soitn € N*, supposons queF" = (
Un+1 Un

u u
), montrons queF™?! :( n+2 n+1)_

Par initialisation et hérédité ¥ne N*, F" = (

3) a) En traduisant cette égalité, ona:
Uon+3 Uznt2)  (Un+3 Unt2)(Un+iz  Un | e e
(U2n+2 u2n+1) B (Un+2 Un+l)( Un Un—l) B (Un+2un+l + Un+1Un )
Onaalors: Uppi2 = Uny2 X Ung1 + Ut X U (1)
b) De upy1 = Uny2 — Un, €nremplacant dans (1), ona:
Uzn+2 = Uns2(Uns2 = Un) + (Uns2 = Un)Un = Uz 5 = Unlne2 + Una2Un = Us = U5 5 — UA.
4) Enposant 8+ 2=12 & n=5 onobtiental'aide de la question 3 :
U2 = U2, — U2 = U — uZ on obtient facilementus = 5 et u7 = 13
On aalors comme 144 12%: 12 =1% -5 & 13=12+52

De la relation de Pythagore, les longueurs des deux autres c6tés siri.13
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