CHAPITRE 1 ET 2 : CONGRUENCE, PGCD, PPCM ET THEOREMES DE BEZOUT ET GAUSS 3 FEVRIER 2019

Correction covtréle de MA‘U’\&MA‘C;%JQS
du _jevdi 24 janvier 2019

Exercice 1

Questions de cours (5 points)

1) a) Deux entiers et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe une combinaison
linéaire deaetbégala 1 :

pgecda,b)=1 & 3I(u,v)eZ? au+bv=1
b) VneN, (-2)(Tn+3)+7(2x+1)=-14n—-6+14n+7 = 1.

Il existe une combinaison linéaire den(¥ 3) et (2 + 1) égal a 1 donc d’'aprés le théoréme
de Bézout, les entiersif# 3) et (2 + 1) sont premiers entre eux.

2) Siun entiera divise le produitoc et sia etb sont premiers entre eux, alaslivisec.
Démonstration a divisebc, il existek € Z tel que : bc = ka.

aetb premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il exist € Z2 tel que :

XxC bc=ka
au+bv=1 = auwc+bvc=c = auc+kac=c = aluc+kc)=c

On en déduit qua divisec.
3) a) Sideux entierb etc divisea et sib etc sont premiers entre eux, aldss divisea.
b) 5 et 11 diviseif — 9), d'aprés le corollaire du théoréme de Gaussx BL = 55 divise

(n—-9).Onaalors:
n-9=0 (55) & n=9 (55)

EXERCICE 2
Points de coordonnées entiéres sur une droite (8 points)
1) ay= Zx—g Xéz 12y =15x-8 & 15x- 12y =8.

b) D’aprés le corollaire du théoréme de Bézoutx 3512y = 8 admet des solutions entiéres
si, et seulement si pgcd(lB2) = 3 divise 8.

Ce n'est pas le cas, dong n'admet pas de point de coordonnées entiéres.
2) a) Sile point de coordonnées entiemngs Yo) est un point de\, alors :

m xnq
YOZHXO_S & Ngyo=MgXo— PN & pn=mgX —Ngyo <« pn = q(mxo — nNyo)

Doncq divise pn.
b) On sait quep etq sont premiers entre eux, donc d’'aprés le théoreme de Cadsssen.
3) Réciproquement ;

a) On sait quen et m sont premiers entre eux, donc d'aprés le théoréme de Bézout, il existe
=V
(uVv)eZ?telque:nu+mv =1 = gqu-m(-v) =1 =S gru—mv = 1.
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b) On avu a la question 2a) que I'équationAlest équivalente a :
n=qr +0g#0
pn=q(mx —nyo) < par=0q(Mxo—nyo) < pr=mx—nyo
On a vu a la question 3a) que :
n-mv=149 nupr —mvpr = pr & pr =m(-vpr) —n(-upr)
En identifiant les deux forme le point de coordonnéepf ; —upr) est solution de\

4) a) A admet un point de coordonnées entiéres si et seulemegulivdse n.

3 7
b) y_éx_z_l donc q=4 etn=38.

Comme 4 divise 8, A») posséde un point de coordonnées entiéres.

ExERrcICE 3

Chiffrement affine (7 points)

f = (26
DL > 11 5 82=26x3+4 3 45E

L se code avec la lettre E.

2) a) Par double implication :
7x=m (26) = 105 = 15m (26) ™ x = 15m (26)
Réciproquement :
x=15m (26) 5 7x=105m (26) =1 7x=m (26)

2a) ~75=26(-3)+3
b) y=7x+5 (26) © 7x=y-5 & x=15-75 (26) s x = 15y + 3 (26).

La fonction de décodagk™ est définie par : f~1(y) = 15y + 3.

f-1 = (26)
A F > 5 > 78=26x3+0 -~ 0-A.

F se décode avec la lettre A.

ITY[Y]Q
22|56

4) Ona:

Cela revient a appliquer 6 fois la fonction de décodage a la lettre Q(16).

On peut remplir le tableau suivant :

y | ) | x
16| 243 | 9
9 | 138 | 8
8 | 123 | 19
19| 288 | 2
2| 33 | 7
7 | 108 | 4

Avec ce systéeme de codage Q se décode en E(4).

Remarque : 1YYQ se décode en "CODE".
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