CHAPITRE 3 : LES NOMBRES PREMIERS 14 avriL 2020

Correction du devoir
av b awil 2020

EXERCICE 1
Critere d’arrét (3 points)

1) « Si un nombren n’est pas premier alors, il admet un diviseur prenpetel que :
2< p< Vn».

On peut aussi utiliser la contraposée : « si un nombradmet pas de diviseur premier
ptel que 2< p < +/n alors,n est premier. »

2) Pour 157, on teste les diviseurs premiers : 2, 3,5, 7, 11.
e D’apreés les regles de divisibilité, 157 n’est pas divisimde 2, 3, 5 et 11.
e 157=7x22+1, donc 157 n'est pas divisible par 7.
Conclusion : D'apres le critéere d’arrét 157 est premier.

Pour 427, on teste les diviseurs premiers : 2, 3,5, 7, 11,1,3,9
e D’apreés les regles de divisibilité, 427 n’est pas divisipde 2, 3, 5 et 11.
e 427=7x 61, donc 427 est divisible par 7.

Conclusion : D’apres le critere d’arrét 427 n’est pas premier

EXERCICE 2
Nombre de diviseurs (5 points)
1) Ona: 3B =22x3x2%x3F =202 x F+2
Comme 3@ a trois fois plus de diviseurs queon a :
(@+3)B+3)=3@+1)B+1) © af+3a+3B+9=3B++3¢+3B+3 &
2036=6 & af=3

On a donc les choix suivants :

=1 a=3
_3 o n=2x33=54 _1 o n=2x3=24

2) a) 2268=2°x3*x 7, donc posséde (21)(4+ 1)(1+ 1) = 30 diviseurs.
b) Soit d = pgcd@, b) onaalorsa=da et b=db avec pgcd,b’) = 1.
Comme tout diviseur communaet b divised alorsd posséde 6 diviseurs.

Deplus ab=2268 < da' xdb =2268 o d?ab =2 268.

On en déduit qued? divise Z x 3* x 7 et comme dans la décomposition dfe
toutes les puissances sont paigsgivise Z x 3* et doncd divise 2x 32.

Comme 2x 3? posséde 6 diviseurs, on en déduit qae= 2 x 3% = 18.
Commea< balorsa <b’, onaalorsab =7 = a=1etb =7.

Onendeéduitque:a=18 et b=18x7 = 126.
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ExErcicE 3
Démonstration (2 points)
Soit E={2, 3, 4, ..., p—1}. Montrons que la propriété par double implication.

e Soit pun nombre premiera e E et d = pgcd(p, a).
Commepest premierd=1 oud=p.
or 1< a< p, onendéduit alors qued = 1.

e Réciproguement, supposons quéa € E, pgcdg, p) = 1.
On en déduit que n’a aucun diviseur entre 2 ep & 1) doncp est premier.

EXERCICE 4

Résolution d’équations (3 points)
1) ¥-y?’=11 & (X=y)(X+Yy) =11 orllestpremierek(ye N = (X-y) < X+Y).

X—y=1 - {X:6

La seule solution est :
Xx+y=11 y=5

2) -y =p & (X-y)(X+y)=p orpestpremieret{yeN = x—-y< X+Y).

« p+1
La seule solution est :{ y P 3£1pa'r 2
X+y=p _p-1
y=73
si p=2, iln'y a pas de solution.
ExXERcICE 5
Trouver un entier (2 points)

1) nadmet 14 diviseurs et 14 ne peut se décomposer au maximunuefedeurs (14=
2x 7). Le nombren ne peut donc avoir plus de deux diviseurs premiers dont 5112 e
carn est divisible par 4.

2) Sinaun seul diviseur premier alors :
n=2*aveca+1=14 & «a=13. or 23=8192> 1000.

Les nombres inférieurs & 1 000 ont donc deux diviseurs premiers = 2° x g avec
(@ +1)(B+1)=14 eta > 2 carnestdivisible par 4.

Lo a+l1=7 =6 6
On en déduit alors qu 122 = _q = n=2°xp,
1000

N<1000 = 2%xp, <1000 = p, <

6 = P2 < 15.

p. est a chercher dans I'ensemblg = {3, 5, 7, 11, 13} comme n=37p+ 1, 37
divise (0 - 1).

On teste les valeurs d& on trouve une seule solutiop, = 11 = n=704.
Onaalors 704 37x 19+ 1.
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EXERcCICE 6

Nombres croisés (5 points)
Voici la grille corrigée

m O N @ >
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