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1. LIMITES FINIES OU INFINIES EN L'INFINI

1 Limites finies ou infinies en l'infini
1.1 Limites finies a I’infini
Dire qu'une fonction f a pour limite 7

¢ en oo, signifie que tout intervalle
ouvert centré en ¢, contient toutes les I- o Ry
/

valeurs de f(x) pour x assez grand - . &_/_ 0
c’est a dire pour les x d’un intervalle .

|A; +0o[. A étant a déterminer. .

On obtient une définition plus rigou-
reuse avec des quantificateurs :

Defivition | : Soit une fonction f définie sur D =]a ; +oo.

Onécrira lim f(x)=/¢ ou limf=/{ si, etseulementsi,
X—+00 “+o00

Ve>0,3A>0,Vxe D, x>A = |f(x)—{|<e

« Pour tout réel positif € (aussi petit soit-il), on peut trouver un réel positif A tel que pour
tout x de D supérieur a A alors | f(x)—/| est inférieur a € ».

La droite A d’équation y = / est dite asymptote horizontale a ¢ en +o0

2x—1
Exemple : Montrons que lim T2
x—+o0 x4+ 1
SRS O R DR O
x+1 x+1 x+1 x X €
3 2x —1
Ve>0, A==, Vx €]0;+o0[, x>A = a —2‘ <e€
€ x+1
Delivition 2 : Soit une fonction f définie sur D =] — o0 ; b.

Onécrira lim f(x)=4/¢ ou limf=/{ si,etseulementsi,
xX——00 —c0

Ve>0, 3B<0, Vxe€ D, x<B = |f(x)—{|<e

« Pour tout réel positif € (aussi petit soit-il), on peut trouver un réel négatil B tel que
pour tout x de D inférieur a B alors | f(x)—{| est inférieur a € ».

La droite A d’équation y = { est dite asymptote horizontale a ¢ en —oo
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1. LIMITES FINIES OU INFINIES EN L'INFINI

1.2 Limites infinies en l'infini

Dire qu’une fonction f a pour limite
+00 en 400, signifie que tout intervalle
|M; +o0| contient toutes les valeurs de
f(x) pour x assez grand - c’est & dire
pour x €]A; +o0[, A étant a déterminer.

On obtient une définition plus rigou-
reuse avec des quantificateurs :

Defivition 2 : Soit une fonction f définie sur D =]a ; +oo].

On écrira m f(x)=4o0 ou lJirm f=+0c0 si, et seulement si,
(o)

li
X—r+00
VM>0,3A>0,VxeD, x>A = f(x)>M

« Pour tout réel positif M (aussi grand soit-il), on peut trouver un réel positif A tel que
pour tout x de D supérieur a A alors f(x) est supérieur a M ».

Exemple : Montrons que lim Inx = 40
X—r+00

La fonction In est définie sur 0 ; +oo[. Soit M > 0.

Inx>M = x>eM onadonc

VM>0, 3A=eM, Vx €]0; +oo[, x>A = Inx>M

Defivition 4 : On définit de facon analogue :
e Soit une fonction f définie sur D =|a ; +o0].

Onécrira lim f(x)=—o00 ou limf=—o0 si,etseulement si,
X—+00 +00

Vm<0, 3A>0,Vx €D, x>A = f(x)<m
e Soit une fonction f définie sur D =| — o0 ; b].

Onécrira  lim f(x)=4o0 ou limf=+co si, et seulement si,
x——00 —0

VM>0, 3B<0, Vx € D, x<B = f(x)>M

e Soit une fonction f définie sur D =| — oo ; b].
Onécrira lim f(x)=-—o0 ou limf=—oco si, etseulementsi,
X——00 —o0

Vm<0, 3B<0, Vx€ D, x<B = f(x)<m
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1. LIMITES FINIES OU INFINIES EN L'INFINI

1.3 Limites infinies en un point

Dire qu'une fonction f a pour limite
+oo en a, signifie que tout intervalle
|M; +o0| contient toutes les valeurs de
f(x) pour x assez proche de a - c’est &
dire pour les x d"un intervalle ouvert de
rayon 7 contenant 4. Le rayon # étant a
déterminer

On obtient une définition plus rigou-
reuse avec des quantificateurs

Defivition S : Soit une fonction f définie sur D =]b; a[U]a ; c[.

On écrira lim f(x)= +c0 ou limf= +oo si, et seulement si,
X—a a

VM>0,3n>0,Vx €D, |x—a|<ny = f(x)>M

« Pour tout réel positif M (aussi grand soit-il), on peut trouver un réel positif n tel que
pour tout x de D dans |a — 7 ; a + n[ alors f(x) est supérieur a M ».

La droite A d’équation x = a est dite asymptote verticale a ¢ au point a.

Remargue : L'intervalle D =|b; a[U]a ; c[ est appelé voisinage de a. La fonction
doit étre définie dans un voisinage de a tout en étant non définie en a.
&

2x +1

Exemple : Montrer que )1(1_>rr} m = 400
2x +1 1

Pourx >0etx #1, ona et

1
(x—1)

>
(x=1)27 (x=1)2
1 1
>M & (x—1)2<M & |x—1] < ——, onadonc:

VM’
VM>0,3;7:\/LH, VxeD, |x—1l<y = f(x)>M

Delivition 6 : Soit une fonction f définie sur D =|b; a[Ula ; c|.

Onécrira lim f(x)= —co ou limf= —oo si, et seulement si,
X—a a

Vm<0,3dn>0,Vx € D, |x—a|<ny = f(x)<m

« Pour tout réel négatif m (aussi grand négatif soit-il), on peut trouver un réel positif
tel que pour tout x de D dans |a — i ; a + n[ alors f(x) est inférieur a m ».

La droite A d’équation x = a est dite asymptote verticale a ¢ au point a.
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1. LIMITES FINIES OU INFINIES EN L'INFINI

1.4 Limite finie en un point

Dire qu’une fonction f a pour limite ¢
en a, signifie que tout intervalle ouvert
centré en ¢ contient toutes les valeurs
de f(x) pour x assez proche de a - c’est
a dire pour les x d'un intervalle ouvert
derayon 7 contenant a. Le rayon 77 étant
a déterminer.

On obtient une définition plus rigou-
reuse avec des quantificateurs

Y

Defivition T : Soit une fonction f définie sur D =]b; a[Ula; c|.

Onécrira lim f(x)=+¢ ou limf=/{ si,etseulementsi,
X—a a

Ve>0, 3n>0,Vx €D, |x—a|<y = |f(x)—{| <e

« Pour tout réel positif € (aussi petit soit-il), on peut trouver un réel positif 1 tel que pour
tout x de D dans |a — 1 ; a+ n|alors |f(x)—£| est inférieur a € ».

1.5 Limites a droite, a gauche

Defivition 8 : Soit f une fonction définie sur un voisinage D de a. On dit que
f admet une limite :

* A droite de a, notée lim f (x) ou lim f(x) ou lim f, si et seulement si :
a

+
*>a X—a

limite finie £ : Ve>0, 3n>0, Vx € D, a<x<a+ny = |f(x)—{| <e
limite +00: VM>0, 37>0, Vx € D, a<x<a+n = f(x)>M
limite —c0o: Vm<0, 3y>0, Vx € D, a<x<a+ny = f(x)<m

e A gauche de s, notée lim f(x) ou lim f(x) ou limf, siet seulementsi:
s

x<a xX—a

limite finie /: Ve>0, 3y >0, Vx € D, a—y<x<a = |f(x)—{| <e
limite +00: VM>0, 3>0,Vx €D, a—np<x<a = f(x)>M
limite —c0o: Vm<0, 3p>0,Vx €D, a—yp<x<a = f(x)<m

3
x—1"

Exemple : Soit f définie sur D =] — oo ; 1[U]1; 4-o0[ par: f(x) =
Déterminer la limite a droite et a gauche de f au point 1.

3 3 3
e Pourx>1et M >0, m>M & x—1<M = x<1+M, d’otur:

i, VxeD, 1<x<1l4+n = f(x)>M

VM >0, E|17=M
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2. LIMITE EN L'INFINI DES POLYNOMES ET FONCTIONS RATIONNELLES

3 3 3
e Pourx<letm<O, —1<m & x—1>E & x>1+a, d’our:

Vm<0,5|17:—%, VxeD, 1-y <x<1 = f(x)<m

e Onendéduitalors: lim f(x) = 4o0 et lim f(x) = —o0
x—1+ x—1-

2 Limite en l'infini des polynémes et fonctions ra-
tionnelles

2.1 Limite en l'infini d’un polyndéme

Théeoreme | : Un polyndme a méme limite en +oo et en —oo que son mondme
du plus haut degré.
n .
Si P(x) = 2 a;x' = apx" +a,_1x" 14+ 4ay alors
i=0

lim P(x) = lim a,x" et lim P(x) = lim a,x"
X—+00 X—+00 X—>—00 X—>—00

Deémonstration : On met en facteur le mondme du plus haut degré, a, # 0:

n ) n—1 a; 1
P = xl = 11 — X -
(x) galx ayx + 1';0 2 X

. . 1 . 1 . .
or Vie [0; n—1], lim - = lim —— =0, d’ou par somme et produit :
x——o0 xM—1 x——o0 xN—1

lim P(x) = lim a,x" et lim P(x)= lim a,x"
X—r—+00 X—r+00 X——00 X——00

Exemple : Limites en 400 et —co du polynome P tel que : P(x) = 4x° +2x? 44

Ona: lim P(x)= lim 4x°> =400 et lim P(x) = lim 4x® = —o0
xX——400 xX— 00 X——00 X——00

2.2 Limite en l'infini d’une fonction rationnelle

Théeoreme 2 : Une fonction rationnelle a méme limite en +o0 et —oo que son

mondme du plus degré de son numérateur sur celui de son dénominateur.

n .
Z a;x'
1=0

_oapx + Ay XL .-+ ag

Gj _ { — ]
1 f(X) m ] bmxm_i_bm_lxmfl_f_..,_i_bo AL
) b
=0
: g apx” : T
x1—1>r41:100 (x) o xl—lg—loo by, x™ e xl—l>lzloof(x) o xl—l>lzloo b, x™

PAUL MILAN 6 VERS LE SUPERIEUR


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

3. ASYMPTOTE OBLIQUE

Deémonstration : On met en facteur les mondmes du plus haut degré du nu-
mérateur et du dénominateur, a,, # 0, b, # 0

LC . n-l a; 1
Yoaxh a1+ ) X ——
i=0 o 4 XM

f)=F—= T
j;)b]‘x] bmxm <1+ Zlﬁ % 1 >

e Vie[0; n—1], lim 1.: lim

x—>+oo xN—1 x——oo xN—1

e Vje[0; m—1], lim 1 = lim 1.:0,

x—too0 xM—] x——o0 xM—]

: o . apx" : . apx"
par somme, produit, quotient : xgrfoo f(x) = xngrrloo T et xg@m f(x) = xg@m T
Exemple :
2x* —3x+6
e Déterminer la limite en +oo de la fonction f définie par: f(x) = %
2
lim f(x) = lim — = lim 2x = 4o
X—+o0 x—+o0 X xX——+o0
4x* 4+ 3x — 5
e Déterminer la limite en —oo de la fonction g définie par: g(x) = x3:-2—xl
: 4t 4 4
Am gx) = lim 2z =,lm 3=3

3 Asymptote oblique

Defivition & : Une courbe ¢ représentant une fonction f admet une asymp-

tote oblique d’équation y = ax + b en +o0 ou en —oo si et seulement si :

lim [f(x)— (ax+b)]=0 ou xl_i}rgoo[f(x)—(ax—kb)]zo

xX——+00

Remargue : La courbe se rapproche de plus en plus de la droite asymptote
lorsque x devient de plus en plus grand soit en valeur positive soit en valeur
négative.

Exemple : On obtient la courbe ¢ et son asymptote d suivantes :
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3. ASYMPTOTE OBLIQUE

Théoreme 2 : Dans une fonction rationnelle f, lorsque le degré du polynome

du numérateur n et celui de son dénominateur m sont tels que n = m + 1, alors
la courbe représentative ¢y admet une asymptote oblique d en +o0 et —co.

, P(x)
Soit f(x) = et d°P=d°Q+1
Soit la droite d d’équation y = ax +b alors lgn [f(x)—(ax+b)] =0
X—00
2 _
Exemple : Soit la fonction définie sur R — {1} par: f(x) = %

Déterminer 1'asymptote oblique de ¢ en +o0 et —co. On précisera de plus la
position de la courbe par rapport a I’asymptote.

guobguobdgobooboobooboon

Le numérateur de la fonction f est de degré 2 et celui de son dénominateur est de
degré 1, donc la courbe ¢y admet une asymptote en +oco et en —oo.
Pour déterminer cette asymptote, il faut décomposer f en éléments simples. Dé-

terminons les coefficienta, b et c tel que: f(x) =ax+b+ pPIRE

Il y a deux méthode pour déterminer ces coefficients.

e 1 méthode : par identification

On réduit la deuxiéme forme au méme dénominateur puis on identifie a la
premiére forme.

(ax+Db)(x+1)+c  ax*+ax+bx+b+c  ax*+ (a+b)x+b+c

f(x): x+1 x+1 x+1

Par identification, on obtient le systeme suivant :

a=2 a=2 6
a+b=-3 & (b=-5 soit f(x)=2x—-5+——
x+1
b+c=1 c=6
e 2¢méthode : par division euclidienne
On effectue une division en base x. On a alors :
2x2—3x+1 | x+1 6
- - O lors : =2x — —_—
22 oy 5y E naalors: f(x)=2x 5+x+1
0x2 —5x +1
+5x+5
Ox+6

Montrons maintenant que la droite d’équation y = 2x — 5 est asymptote a la

courbe de f en +o0 et —oco. On calcule: f(x) — (2x —5) = anLl
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4. LIMITES INDETERMINEES AVEC DES RADICAUX

xgrfw x+1= 400 donc par quotient xngrrloo e 0
xg@w x+1= —oco donc par quotient XEII‘OO o 0, d’out
Jim [f(x) ~ (2x—5)] =0 et lim [f(x)~ (2x~5)] =0

La droite d’équation y = 2x — 5 est asymptote a la courbe de f en +oo0 et —co.

Déterminons le signe de f(x) — (2x —5) = xL—I—l pour connaitre la position de
I'asymptote par rapport a la courbe. Le signe de P est du signe de x +- 1
X —o00 —1 “+o0
f(x)—(2x —5) - +

La courbe est au dessus de 'asymptote en +co et en dessous en —oco.
On obtient la courbe suivante :

—15

—20

4 Limites indéterminées avec des radicaux

4.1 Une simple indétermination
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = vVx2+1+x
1) Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

2) a) Tracer la courbe ¢ puis conjecturer une asymptote oblique A en +oo.
b) Démontrer cette conjecture.
googouoobobbobbbodooooaobooan
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4. LIMITES INDETERMINEES AVEC DES RADICAUX

1) Le premier terme v x2+1 tend vers +oo tandis que le deuxiéme x tend vers
—oo lorsque x tend vers —oo (4-00 — )

Pour lever I'indétermination, on multiplie par la quantité conjuguée :

f(x)_(\/x2+1+x)(\/x2+1—x)_ X2+1-—x% 1
B Vx2+1—x V2 Hl—x V24 1-x

Il suffit alors de déterminer la limite de ce dénominateur pour trouver la limite
de la fonction f en —oo

xli@m ?4+1=+c0 Par composition
lim /x = 4+ lim Vx?2+1=+oo
x—+o00 X—r—00

Comme lim —x = +co parsomme lim Vx2+1—x = +o0

X—>—00 X—>—00

Par quotient, onaalors: lim f(x) =0

x——00

Remargue : La courbe ¢y admet ’axe des abscisses comme asymptote hori-
zontale en —oo.

2) a) Alaide d’une calculette on peut visualiser la courbe ¢y. D’apres 'allure de
la courbe, on peut conjecturer que la courbe admet la droite A d’équation
y = 2x comme asymptote oblique comme le montre la graphique suivant :

Y

b) La fonction f tend manifestement vers +oco en +co car somme de deux
termes qui tendent vers +oo0. Pour montrer que la droite A d’équationy = 2x
est asymptote a la courbe en +o0, étudions la limite en +oco de la quantité

f(x) —2x.
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4. LIMITES INDETERMINEES AVEC DES RADICAUX

1 1
Vx>0, f(x)—2x=+vVx2+1+x—2x = |x| 1+;—x:x<\/1+;—1>

1 1 1
x(,/1+;—1> (,/1+;+1> x(1+ﬁ—1

1 B 1
V14— +1 J1+5+1
X X

1
= >0
/ 1
X ( 1+ ) + 1)
X
lim 1+ 1 —1 Par composition et somme
X—r+00 x2 1
)1(13[}\/}:1 XETOO 1+F+1:2

Comme xl_lgloo X = 400 par produit et quotient x1_1>I_’I_IOO f(x)—=2x=0

La droite A d’équation y = 2x est donc asymptote a ¢ en +oo. La courbe
@ est au dessus de la droite A car la quantité f(x) — 2x est positive pour x
positif.

4.2 Une double indétermination

Soit la fonction f définie sur [0; 4o0; [par: f(x) = Vx2+2x —x
Déterminer la limite de la fonction f en +oo
gooouoobobbbbooooooobooan

Le premier terme V/x? 4 2x tend vers +co tandis que le deuxieéme —x tend vers
—oo lorsque x tend vers +oo (400 — c0)

e Pour lever la premiére indétermination, on multiplie par la quantité conjuguée :

(Va2+2x —x)(Vx2+2x+x)  x*4+2x—x> 2x
Va2 +2x +x Va2 4+2x+x  Vx24+2x+x

EeMAv-iue : On observe une deuxiéme indétermination car le numérateur et

flx) =

o0
le dénominateur tendent tous les deux l'infini. ( —>
(0,0]

e Pour lever cette deuxiéme indétermination, il faut mettre en facteur le terme
prépondérant du dénominateur.

2
Va2 4 2x +x = |x| 1—|—;—|—x, on a alors :
2x 2x 2

2 prm —_ 2
1+ - +x x(,/1+z+1> \1+=+1
X X X

Il suffit de déterminer la limite de ce dénominateur pour trouver la limite de la
fonction f en +-co.

Vx>0, f(x)=
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5. CONTINUITE

lim 1+ 2 -1 Par composition et somme
X——+00 X 5

i = li 1+-+4+1=2
i V= dm oy

P tient, lors: i x)=1
ar quotient, on a alors x—lgloof()

Remargue : La courbe €5 admet donc une asymptote horizontale d’équation
y=1en+oo

Y

5 Continuité

5.1 Définition

Definition 10 : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I. Soit 2 un

point de . On dit que la fonction f est continue en a si et seulement si :
Ve>0,3n>0,Vxel, |x—a|<y = |f(x)—f(a)|<e
soit lim (x) = f(a)

La fonction f est continue sur un intervalle I si, et seulement si, f est continue
en tout point de I.

Remargue : Graphiquement, la continuité d"une fonction f sur un intervalle I se
traduit grossierement par une courbe "en un seul morceau".

A A
3] 31 G
2 -
Lol ] Lol 11 15
Fonction f discontinue en 2 Fonction f continue sur [-1,5; 5, 5]

lim f(x) =3 # £(2)
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5. CONTINUITE

e La fonction de gauche représente une discontinuité par "saut". C’est le cas par
exemple de la fonction partie entiere ou plus pratiquement de la fonction qui
représente les tarifs postaux en fonction du poids (brusque changement de tarif
entre les lettres en dessous de 20 g et de celles entre 20 g et 50 g).

VxeR,dneZ, n<x<n+1 3 —
La fonction partie entiére E est alors définie
par: E(x) =n 2 —
E(2,4)=2; E(5 =5; E(-1,3)=-2 1 —

On observe alors un "saut" de la fonction pour

L
chaque entier. La fonction partie entiére n’est ' L O 3
donc pas continue pour x entier.

1
3625, V>0, Vx €],

|lx—n|<ny = |E(x)—E(n)| <e

e D’autres discontinuités existent :

Soit la fonction f définie par :

{f(x) :sin% pour x # 0
f(0)=0

La fonction f n’est pas continue en 0 bien 1 ]

qu’on n’observe ici aucun "saut". La fonction
oscille de plus en plus autour de 0 si bien
qu’au voisinage de 0, la fonction tend vers une —1
oscillation infinie qui explique la non conti-

nuité.

5.2 Reégles opératoires

Théoreme 4 : Regles opératoires sur les fonctions continues.

e Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I. Soit A un réel.
Les fonctions f + g, Af, fg sont alors continues sur I.

e Soit f et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I, et g non nul sur I.

f

. 1 :
Les fonctions — et = sont alors continues sur 1.

e Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I et ¢ une fonction conti-
nue sur un intervalle ouvert J contenant f(I). La fonction go f est alors conti-
nue sur L.

Deémonstration :
e Somme de deux fonctions.
f est continue en un point a de I, donc pour tout réel positif €,
€

dm >0, Vxel, [x—a|<mym = |f(x)—f(a)|<2
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5. CONTINUITE

g est continue en un point 4 de I, donc pour tout réel positif €,
€

>0, Vx €L |x—a| <y = |g(x)—g(a)|<2

On pose 71 = min(#1,72), donc
dnp>0,Vxel, |[x—al<n =
€

f(x) +8(x) = f(a) = g(a)| < [f(x) = f(a)| +[g(x) — g(a)] < §+ 5 =€

f + g est continue en tout point a de I, donc f + g est continue sur L.

e Produit par un scalaire. Soit A € R

f est continue en un point a de I, donc pour tout réel positif €,

dn>0,Vxel, |x—a|l<n = |f(x)—f(a)] <

Al +1
= M) = Af@)] = W X 1) = f@)] < Al % g <

Af est continue en tout point a de I, donc A f est continue sur L.

e Produit de deux fonctions.

Cemme | : Siune fonction g est continue en un point a d’un intervalle ouvert I,

alors il existe un voisinage v de a sur lequel la fonction g est bornée.

Deémeonstration : du Lemme

Soit € = 1, comme g est continue en un pointa deI:

1o >0, |x—al <no = [g(x)—gla)| <1

Pour le voisinage de a, v =]a—1p; a+1ng[, ona: g(a)—1 < g(x) < g(a)+1.

La fonction g est donc bornée sur un voisinage v de a. Fin du Lemme.

Changeons la forme suivante :
f(x)g(x) = fla)g(a) = f(x)g(x) — fla)g(x) + fla)g(x) — f(a)g(a)
= [f(x) = fa)] g(x) + f(a) [g(x) —g(a)] (1)

On pose: M = max(|g(a)—1],|g(a)+1]). Pour tout réel positif €,
comme f est continue en 4,

dm >0, Vxel, [x—a|<m = |f(x)—f(a)| <e

comme g est continue en 4,

>0, Vxel, [x—a|<m = |f(x)—f(a)| <e

On pose 1 =min(yo, 171, #2), on a alors :

dyp>0,Vxel, |x—a|l<y =

(1)

F(©)g(x) — F@g(@)] < 1£(x)—F(@)|x|) [+ F(@)] x g (x)~g(a)| < eM+]f(a)]e
<e(M+|[f(a)])

fg est continue en tout point a de I, donc fg est continue sur L.
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5. CONTINUITE

e Inverse d’une fonction.

Cemme 2 : Siune fonction g est continue et non nul en un point a d'un

intervalle ouvert I, alors la fonction g est non nul sur un voisinage v de a.

Deémonstration : du Lemme

Supposons g(a) > 0 (démonstration analogue pour g(a) < 0

Soit € = g(Ta), comme g est continue en 4, alors

310 >0, |x— - _ g(a)
o >0, [x—al <o = |g(x) —gla)| <e = [g(x) —gla)] < =
= g(Ta) <glx) < —3g2(a) (2)

Comme g(a) # 0, pour le voisinage de a, v =|a—1; a+no[, ona: g(x) #0

Pour tout réel positif €, comme la fonction g est continue :
3m >0, [x—al <m = [g(x) —gla)| <e

On pose 7 = min(1g, 11), donc:

1

dn >0, |[x—a| < = |— —
120 mal < =y T

<€ =

8(x) — g(a)| @ 2
s S )

1 : . 1 :
— est continue en tout point a de I, donc — est continue sur L.

e Quotient de deux fonctions.

La démonstration découle du produit de deux fonctions et de 'inverse d"une
fonction.

e Composée de deux fonctions.
Soit un réel positif €, comme la fonction g est continue en f(a),
Am>0,vel y—flal<m = Igly)—glf@]|<e (1)
Comme la fonction f est continue en g,
3 >0, Vxel, |x—af <y = [f(x) = fl@)]<m (2)
de(et@: 35 >0,¥xel, [x—al <y = |glf(x)]—glf@)]| <e

g o f est continue en tout point a de I, donc g o f est continue sur I.

2(y —
Exemple : Continuité de la fonction f définie sur]1; +oo[par: f(x) =In <xx(2x—_|_11)>

x%(x —1)

2
x-+1
est positive et continue (fonction rationnelle).

Posons g(x) = . On vérifie facilement que sur |1 ; +oo][, la fonction g

Par composition avec la fonction In continue sur |0 ; +o0[, la fonction f est conti-
nue sur |1 ; +o0|.
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5. CONTINUITE

5.3 Conséquences

Théeoreme S : D’apres les regles opératoires sur la continuité,
e Tout polyndme est continue sur R

e Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle ouvert contenu dans
son ensemble de définition.

Démonstration :
n .
e Soit le polynéme P tel que P(x) =) a;x’
i=0

La fonction identité, x — x, est continue sur R, par produit par elle-méme,
Vie [1; n], x+— x' estcontinue sur R.

Par produit par le scalaire 4;,
Vie[l; n], x+— a;x" estcontinue sur R.
n

Enfin par somme, x — Y _a;x' est continue sur R

i=0
P(x)
Q(x)
Par quotient de deux polynémes P et Q — non nul sur un intervalle ouvert I
contenu dans l'ensemble de définition de f, la fonction f est continue sur L

e Soit la fonction rationnelle f tel que f(x) =
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