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1. CALCULS DE PRIMITIVES

1 Calculs de primitives

La liste de recherche de primitives n’est pas exhaustive. Dans les exercices, la
procédure sera indiquée.

1.1 Décomposition en éléments simples

Definition | : Décomposition en éléments simples d"une fonction rationnelle.

Toute fonction rationnelle f (polynéme sur polyndme) peut se décomposer de
facon unique en la somme :

e d’une partie entieére : un polyndme;

e de fractions de type : ﬁ (éléments simples de 1™ espece) ;

a;x +b;
[(x — &) + B)'

e de fractions de type :

(éléments simples de 2¢ espece).

Remargue : Nous prendrons des exemples uniquement avec des fractions de
premiére espece. La seconde espéce sera vue en premiere année de supérieur.

x
x—1
On observe que la forme de f ne correspond a aucune forme du tableau des
primitives. Pour trouver une primitive de la fonction f, on décompose f en
« éléments simples » :

e Soit la fonction rationnelle définie sur |1; +oo[ par f(x) =

ox (x=1)+1 1
f(x)_x—l_ x—1 _1+x—1

On a alors une forme connue. Sur |1; 4-oo[, on obtient une primitive :

Flx)=x+Injx—1|=x+In(x—1)

2 1
e Soit la fonction f définie sur |1; +oco] par f(x) = %
1) Montrons que 'on peut décomposer la fonction en éléments simples, soit

de la forme :
a b

flx) = G—12  (x17
On réduit cette forme puis on identifie a la premiere :
a__ b alx+1)2+b(x—1)?
(x—1)2  (x+1)2 (x—1)%(x+1)?

_ (a+b)x*+2(a—b)x+a+b
- @217

On obtient alors le systéme suivant :
a+b=1 3
2@—-b)=1 < ‘11
a+b=1 b= 1
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1. CALCULS DE PRIMITIVES

3 n 1
x—1)2 " 4(x +1)?

Onadonc: f(x) = I

1
2) On obtient donc une primitive de f : F(x) = _4(x3— VTS

x* 4+ x3 —13x2 —27x + 8

e Soit la fonction f définie sur |4 ; +oo[ par: f(x) = 2 _2y_8

1) Déterminons la partie entiere par une division euclidienne :

x4 3 —13x2 —27x+8 | x2—2x—8
—x* 4 2x3 + 8x2 xZ4+3x+1
0x* 4 3x3 — 5x% — 27x
—3x3 + 6x2 4 24x
0x3 +x% —3x+8
—x2 42x+8
0x2 —x+16
) . 9 —x+16
On obtient alors: f(x) = x +3x+1+m

2) Factorisation du dénominateur :

x2—2x—8=0ona: A=4+32=236=6°
246 2-6

=4 et xp=—=-2

A >0, 2racinesréelles: x1 = 5

On obtient ainsi: x> —2x — 8 = (x — 4)(x +2)

—x+16
(x—4)(x+2)

3) Décomposition en éléments simples de :

—x+16 a b

herch 1 : —
On cherche a et b tels que CEOEES) x—4+x—|—2

a b x(a+b)+2a—4b

i i 2T 412

Par identification, on trouve le systeme suivant :

a+b=-1 o a+b=-1 (1@2) 3b=-9 N =-3
20 —4b =16 a—2b=38 a=-1-b a=

2 3
: _ _ 2 <
On obtient alors: f(x) = x +3x+1‘|‘x_4 x+2

4) On obtient donc une primitive de f :

1
F(x) = §x3+gx2+x+21n(x—4) —3In(x +2)
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2. INTEGRATION PAR PARTIE

1.2 Reconnaitre la forme d’une dérivée

e Il faut parfois penser a la dérivation du produit : (uv)" = u'v + uv'.
Soit la fonction définie sur R par f(x) = sinx + x cos x

La fonction comporte deux parties qui peuvent s’analyser comme la somme du
produit de la dérivée de x par sinx et du produit de x par la dérivée de sin x.
La primitive est alors :

F(x) = xsinx.

qui si on la dérive donne : F'(x) = sinx + x cos x

e De maniere identique, on peut penser a la dérivation du quotient :

<u>/ v —ud

v v
1—Inx

xz

On peut alors poser : u(x) = Inx et v(x) = x, on a alors

Soit la fonction définie sur R par: f(x) =

1
—Xx—1xIlnx 1

<”>'_x _1I-Inx
v x?2 x2

On adonc:

2 Intégration par partie

2.1 Le principe

Théeoreme | : Soit u et v deux fonctions dérivables sur I telles que u’ et v’ soient
_heoreme q

continues sur . Alors:

/ab uv'(x)dx = [uv(x)]Z — /ab u'v(x) dx

Deémonstration : Siuetovsontdérivables sur I, alors le produit I'est également.
(wo) =vwo+u = w' = (uwo) —u'v

Comme u’ et ¢’ sont continues, on peut donc intégrer, on obtient donc :

b b
/ uv’(x) dx :/ [(uv)' (x) —u'v(x)] dx
a a
par linéarité de I'intégrale :

— /b (uv)’ (x) dx — /b u'v(x) dx
- [uv(x)]z — /ab u'v(x)dx
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2. INTEGRATION PAR PARTIE

2.2 Exemples

1

1) Calcul d’intégrale. Calculer : / xe* dx
0

On ne peut trouver une primitive car on ne retrouve pas la forme u’e". Il fau-
drait qu’il n’y ait pas le x devant I’exponentielle. On integre par partie en po-
sant :

On obtient donc :

2) Calcul de primitive. Déterminer une primitive de In x sur R*.

Soit F la primitive de In qui s’annule en 1. On a alors :

X
F(x) :/ Intdt
1

Comme la primitive de In n’est pas connue, on décompose Int en :

Int=1XxInt
on pose alors : u(t) =Int u’(t) = %
v (t) = o(t) =
On a alors : .
F(x)= [ Intdt

1
X X X X
= |tint] - /1 dt = [tint] —[¢].
=xlnx—x+1
Sil’on cherche la primitive G de In x avec une constante d’intégration nulle :
G(x)=xInx —x

3) Double intégration par partie.

Calculer la primitive F sur R qui s’annule en —1de f(x) = (1 + x)%¢**

X
Onaalors: F(x) = / (1+t)%e* dt.
-1
On cherche a faire disparaitre le polyndme devant I’exponentielle.

u(ty = (1+62>  W'(t)=2(1+1)

1
o' (t) = e o(t) = EeZt
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3. INTEGRATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE

F(x) = /_ x1(1 + 020 dt

On obtient alors :

= [%(1+t)2e2fr —/x1(1+t)e2fdt

-1

1 X
= 5(1 + x)2e* — / (1+t)e? dt
-1

X
Onpose 1= / (1+ t)e* dt.
-1
Pour calculer I, on fait de nouveau une intégration par partie, on pose alors :
u(t)y=(1+t) ') =1
1
v (t) = e o(t) = Ze*

~ 1 1 R LY
On obtient alors : I= 5(1 +t)e ~5 / e~ dt
1

On obtient finalement pour F,
F(x) = (14 x)%* —1
1 1 1
(1+x)2 2x 2(1—|—x)€2x—|—162x——6_2

1
(2 +4x +2x2 —2 —2x +1)e* — ¢

%IH%IHNIP—‘NIH

1
(2x% 4 2x 4 1)e* 16_2

3 Intégration par changement de variable

3.1 Principe

Théoreme 2 : Soit une fonction ¢ dérivable et de dérivée continue sur

= [a; b] etune fonction f continue sur ] telles que ¢(I) C J.

(b)
wbel, ['flo0lema = [ foa

Deémonstration : Lafonction f est continue sur ] donc, d’apres le théoreme fon-
damental de l'intégration, f admet une primitive F sur J et comme ¢ est dérivable
et de dérivée continue, la fonction (Fo ¢)'=¢'x f o ¢ est continue sur I. D'apres
le théoréeme fondamental de I'intégration, la fonction (F o ¢)" admet alors une
primitive, d’ot1 :

b
[ Flotg'rar = [Fott]: = Figla)] - Flg(e = [
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3. INTEGRATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE

Formellement :on remplace x par ¢(t) et dx par la différentielle ¢'(t) dt de la
fonction ¢ en prenant garde de changer les bornes.

Pratiguement : pour calculer une intégrale par changement de variable, nous
le ferons uniquement que si la fonction ¢ est bijective, strictement monotone et
dérivable et seulement dans ce cas.

On veut calculer [ Cd f(x)dx ,onpose x = ¢(t), on doit alors calculer les nou-
velles bornes avec la fonction ¢! (bijective) :

d 9~ (d) ,
[ fdx= [ e ()

3.2 Exemples

1)

2)

1
Calculer / V1 —x2dx
0

On peut penser a la relation sin?f +cos?t =1 < cos’t=1—sin’t

On pose x =sint etcomme x € [0; 1] on peut prendre t € [O; %}

La fonction sin est bijective et monotone de [O ; g] sur [0; 1].

1+ cos 2t

dx = costdt, /1 —x2=|cost|=cost et cos’t= >

Ona:

1 s s e
/ V1—x2dx = /2 V1 —sin? t(costdt) = /2 cost(costdt) = /2 cos? tdt
0 0 0

0

7 1+ cos 2t 1 sin2t12 7w  sinm

= T dt= | =t == —-0-0
/o 2 [2 T ]O 174

T

4

Déterminer une primitive de la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par :

1
= v

Soit F une primitive de f, on a alors :

On pourra poser x = -

o= s

La fonction inverse est bijective et monotone de |0 ; +oo[ sur |0 ; 4o0].

1dt‘
1 dx 2 — dt
dx = ——dt, d’oﬁl—"x:/—:/t—:/—
2 ) Va2 + 2x 1 /1 L2 V1+2t
tV 2 t
u 1 1 2 I
— = 24/u, onaalors = ——=X = —/142t
Vi Vi 112t 2 Vit2t

/ 2 Va2 42
On revient alors a I’ancienne variable: —+/14+2ft = —/1 + p = —%
VX2 4+ 2x

Une primitive de f estdonc: F(x) = — p
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4. APPROXIMATION D’UNE AIRE : METHODE DES TRAPEZES

4 Approximation d’une aire : méthode des trapezes

4.1 Laméthode

La méthode de Riemann consiste a découper l'aire sous la courbe en deux séries
de rectangles (1"'une minorante et I'autre majorante). Les deux séries de rectangles
tendent vers l'intégrale lorsque le découpage tend vers l'infini.

On peut améliorer la vitesse de convergence de cette approximation en rempla-
cant les rectangles par des trapezes comme le montre la figure ci-dessous.

n = nbre de trapézes

p = pas du découpage
b—a

n

%

\ 4

O a atp  a+2p b

Pour calculer l'aire du premier trapeéze

(Grande base + Petite base) x hauteur  [f(a) + f(a+p)] x p

T, =
! 2 2

On fait ensuite un décalage de p pour calculer les aires des trapezes suivants.

b n
L’approximation de l’aire sous la courbe est alors : / fx)dx ~ 2 T;
¢ i=1

4.2 Algorithme

Variables : I, N entiers A, B, P réels
f fonction
e On initialise S a zéro. Entrées et initialisation
N . . Lire A, B, N
e A chaque boucle, on rajoute 'aire du B_A
trapeze : N P
0—S
[f(A) +f(A +P)]P Traitement
5 pour I de1la N faire
, o A +fA+PIP
e On décale A du pas
e On affiche S a AT A
e On rentre dans Y7 la fonction f. Sorties : Afficher S
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5. VOLUME D’UN SOLIDE DE REVOLUTION

5 Volume d’un solide de révolution

5.1 Présentation d’une méthode de calcul

Une méthode pour déterminer le volume d’un solide, consiste a découper celui-
ci par des plans paralleles. On integre ensuite les surfaces obtenues par ce décou-
page suivant I’axe normal a ces plans.

On s’intéressera uniquement au vo-
lume de solide de révolution.

Solide de révolution : solide engen-
drée par une surface de révolu-
tion

Surface de révolution : surface engen-
drée par une courbe (directrice)
tournant autour d"un axe.

Si 1’axe (Oz) est I'axe de révolution, le
volume V du solide de révolution est
égal a:

V= / dz—/ m1*(z) dz

5.2 Calcul du volume d’une sphere

Y

Compte tenu de la symétrie de la
sphere, on calcule le volume d’une
demi-sphere qu’on multipliera ensuite
par 2.

On découpe ainsi la demi-sphere avec
des plan perpendiculaires a I'axe (Oz).
Les surfaces obtenues sont alors des
cercles de rayon r(z). La surface de ces
cercles S(z) vaut :

S(z) = mr?(2)

Il reste donc a déterminer le rayon 7(z) en fonction de z a ’aide du théoreme de
Pythagore dans le triangle OMN rectangle en N(0, 0, z) :

r’(z) = R*> — 2°

On obtient alors le demi volume de la sphere :

31R 3
—V / dZ = / N(Rz—zz)dz = 7T |:R22 — Z_‘| = 77 <R3 _ R_) — %NR3
3 0 3 3

4
On retrouve alors le volume de la sphere: V = §7TR3
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5. VOLUME D’UN SOLIDE DE REVOLUTION

5.3 Volume d’un cone

On découpe le cone d’axe (Oz) avec des plans perpendiculaires a ’axe (Oz). Les
surfaces obtenues sont alors des cercles de rayon r(z).

Il reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction de z a I’aide du théoréeme de
Thales dans les triangles : OBB’ et OAA’, on a avec A(0,0, z) :

OA AA o Z_ r(z) o 1) = Rz
OB BB h R ok
On obtient ainsi le volume du cone : A
h b R2z2 N\
V:/nrzz dz=/7r—dz »)
0 ( ) 0 hz B |
R2 h R2 31" |
:ﬂ_z/zzdzzﬂ_z{z_} AN
h% Jo h 3 1o A A ;
mR2 (K3 1, '
:7ﬁ<§>:?mh
|
On reitrouve ainsi le volume du cone : ' ;y
V= §nth 0

5.4 Volume d’un tore

Un tore est un solide qui a la forme d"une « chambre a air » ou d"un « donut » pour
les anglais. Il est caractérisé par d et R comme indiqué sur la figure suivante :

Sil’axe du tore est ’axe z alors lorsqu’on découpe le tore par des plan perpendi-
culaires a cet axe, on obtient des couronnes dont les rayon des cercles intérieur
et extérieur sont respectivement d + r(z) et d — r(z), la surface d’une couronne
d’altitude z vaut :

S(z) = 7 ([d+ 1) - [d = r(2)]?)
= [d® +2dr(z) +1r*(z) — d*> 4+ 2d r(z) — r*(2)]
=4rdr(z)
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5. VOLUME D’UN SOLIDE DE REVOLUTION

1
Le volume d’un demi-tore vaut donc : EV = fOR S(z)dz =4nd fOR r(z)dz

On a la figure ci-dessous :

R
/ r(z)dz = aire d’un quart de cercle
0

- o PEOIEON
= ZRZ |

1
On obtient alors le volume du tore : EV =47wd X zR2 & V=2m%2R%2d
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