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1. CINEMATIQUE DANS LE PLAN

1 Cinématique dans le plan

1.1 Coordonnées polaires

Definition | = Pour tout point M distinct de O, le couple (7, 0) tel que :

r=0OMet 0= (1,0M ) estappelé Yoo
coordonnées polaires du point M.

>

Le couple (x,y) est appelé coordonnées 7

cartésiennes du point M. >
7

1.2 Formules de passages

e Sil’on connait les coordonnées cartésiennes :

Y =R

ExeMPla : Soit M(\/§ ; —1). Déterminer les coordonnées polaires de M.

V3

cosf =
= on déduit 6
sinf =

NI N R

cosf =

r=v3+1=2 et 2 = 9:—% doncM(Z;—%)
1
g — L
sin 5
. _ x =rcosf
e Sil’on connait les coordonnées polaires : { )
y=rsind

- . 27 ) .
L-;xeMPla : Soit M (3 ; ?) . Déterminer les coordonnées cartésiennes de M

x=3cos?:—§ et y=3sin— = )

o 3 23n 3\2/5 :M<_§;3\/§>

1.3 Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes et coordonnées
polaires

Y
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1. CINEMATIQUE DANS LE PLAN

1.3.1 Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

Comme le repere (O, &y, €,) est fixe. On a:

—  dOM d d —
_ _ ax Y — (o
e TRy e + T donc |v = (¥';vy)

1.3.2 Vecteur vitesse en coordonnées polaires
Le repere (O, ¢, , €p) est en mouvement avec 6.

Les coordonnées de ¢; et & dans le repere (O, &y , €,) sont :

—

& = (cosf; sinf) et & = (—sinb; cosh)
Si I’on dérive ses vecteurs en fonction de 6, on a :

dé, d(cosf)_ d(sinf)

@ = Tex—i—Tey: —Sin98x+COSGEy:gg

deé, d(—sinf) . d(cos@) _, R .o N
d_99: (dO )ex+ (dG )ey:—cosﬁex—smeey:—er
o

Comme OM = ré,, on a pour le vecteur vitesse :

—
?_dOM_d(rEr)_dYE dE,_gngrd_ng%_r/e ro' e
IR TR TR TR A I TR TR LA T i o

%
Les coordonnées du vecteur vitesse sont donc: | v

1.3.3 Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

Comme le repere (O, €y, &) est fixe. On a :

2 ’ 2 2
—  d°OM dx , d% —
a = donc a

@ st

— (x// o y//)

1.3.4 Vecteur accélération en coordonnées polaires

On dérive le vecteur vitesse pour obtenir le vecteur accélération :

— dv d(FE+r0'E) dr ., dé d(r6') . | e
“Tar T dt R T TR TR LTS
,de, df de, dé
T~ _r av / " / 9
=r"e +7 10 dt—i—(r@ +18") € + 16 FTIReT

=18 +10' 8+ (r'0' +10") &y — r(0')?E,

(r" —10'2) & + (10" +21'0") &

%
Les coordonnées du vecteur accélération sontdonc: |a = (¢ — 1'%, 10" + 2r'0")
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2. EXEMPLES

1.3.5 Application au mouvement circulaire

Theoreme | : Les vecteurs vitesse et accélération on pour expression dans un
mouvement circulaire :
e Non uniforme. On pose r = R (constant) et w = 6’ (vitesse angulaire)
— —
v =(0,Rw) e a =(—Rw?, Ro')
La vitesse normale est nulle.

e Uniforme. On pose r = R (constant) et wy = 0’ (vitesse angulaire constante)

= — 2
v = (0, Rwy) =(0;v9) e a =(—Rwg,0)= <_%0 ) 0)

L’accélération tangentielle est nulle et I'accélération normale est dirigée vers le
centre O

2 Exemples

2.1 Spirale d’Archimede

Un disque D de centre O tourne dans
le plan Oxy a une vitesse angulaire
constante wg autour de 1’axe Oz.

Un mobile ponctuel M part de O a l'ins-
tant t = 0 et est astreint a se dépla-
cer une vitesse constante le long dun
rayon du disque 7 = vg &;.

Le but est d’étudier la trajectoire du
point M dans le repere fixe Oxy.

On détermine les expressions de r et § en fonction de ¢.

e Comme le point M est contraint de se déplacer a vitesse constante sur un rayon,
ona: r(t) =uvpt

e Comme le disque tourne avec une vitesse angulaire constante,
ona: 6(t) =wpt
Dans le référentiel terrestre R(O; €, ,€p) :

e Les coordonnées du point M sont M(r, 0) = (vot, wot).

%
e Les coordonnées du vecteur vitesse sont: v (', r8") = (vy, vowp t)
e Les coordonnées du vecteur accélération sont :

%
4 (}’” - 1’9/2 , 0" + 21/9’) — (—vowg t, 22)0600)
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2. EXEMPLES

Pour trouver la trajectoire de M dans le repere Oxy,

, ) . x(t) = rcos 6 = vyt cos(wot)
e on peut revenir aux coordonnées cartésiennes : . .
y(t) = rsinf = vt sin(wot)

On obtient alors une courbe paramétrique.

e mais on peut revenir a une courbe polaire définie par la fonction () = w_o x 6
0
0 0o
eneffet 0 =wyt & t=— = r=v9yyt=— x0.
wo wo

Le rayon est alors proportionnel a I'angle. A chaque fois que le disque effectue
v
un tour € = 271 le rayon augmente de d = w_o X 27T
0
C’est ce qui caractérise cette courbe appelé spirale d’Archimede (comparable
au sillon de notre bon vieux vinyle).

On peut remplir un tableau de valeur pour les angles caractéristiques :

o lo| Z |z o] Jen]3x]7m
4 2 4 4 2 4
1) |0 vo7t | vo7T | 3vgTT | Vot | BvgTTr | 3vgTT | 7U0TT
4a)0 2(,00 4(,00 wy 4(00 2(4)0 4:(,(]0
7T
2

=] N

C EXZH
wo

37

/
\
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2. EXEMPLES

2.2 Mouvement d’un anneau sur une tige en rotation

Une tige rectiligne horizontale (OA)
tourne, a vitesse angulaire constante wy
autour de l'axe Oz perpendiculaire au
plan horizontal Oxy. Un anneau M de
masse m est enfilé sur cette tige et peut
y glisser sans frottement.

A l'instant t, la rotation de la tige est re-
pérée par I'angle 6 et la position de 1’an-
neau sur la tige par r = OM.

A linstant t = 0, 'anneau a une vi-
tesse nulle par rapport a la tige et se
trouve a une distance 9 du point O.

Comme la tige a une vitesse de rotation constante, ona: 6(t) = wot.
Dans le référentiel terrestre R(O; &, ,€p) :
(r, wot).
(r', r0") = (", rwo)
e Les coordonnées du vecteur accélération sont :
a_>(r” — 10", 10" +2r'0") = (" — 1w, 2r'wy)

e Les coordonnées du point M sont M(r, 0) =
%
e Les coordonnées du vecteur vitesse sont: ©

%
La seule force extérieure est la force T exercé_e> par_l)a tige sur 'anneau, d’apres le
principe fondamental de la dynamique: ma =T .

ﬁ
Comme il n'y a pas de frottement de la tige sur I’anneau, la composante de T
—
sur ¢, est nulle, d’ot les coordonnée de T (0; Tp)

—
ma

— " w2 =0 (1
P [t e =0 )
2mr'wg =Ty (2)

e Résolution de I'équation (1) du second ordre: 1’ —w3r =0

Les solutions du polyndme caractéristique X> —w? =0 sont =+wy.
La solution générale de (1) est donc: r(t) = Ae“o! 4 pe @l
On dérive: 1'(t) = Awpye“"! — pwye Wt

1’(0):1’0 N {A—i—y:ro

Des conditions initiales : ,
r(0) =0

On obtient alors la solution : |r(t) = %O(e“’ot +e Wb = rgch(wyp t)

e Enremplagant dans (2), on trouve : Ty = 2mr'wy = 2mro wé sh(wy t)

Remargue : Ty est toujours positive et non perpendiculaire au déplacement donc
le travail de la force de réaction pour une fois n’est pas nul. Il est moteur!
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2. EXEMPLES

Pour trouver la trajectoire de M dans le repere Oxy,

_ ) . x(t) = rcosf = rgch(wpt) cos(wot)
e on peutrevenir aux coordonnées cartésiennes : , ,
y(t) = rsinf = roch(wy t) sin(wot)
On obtient alors une courbe paramétrique.
e mais on peut revenir a une courbe polaire définie par la fonction r(0) = rych(6)

eneffet 6 = wyt < t:wi = r=roch(wyt) =roch(6).
0

Cette courbe est appelée spirale logarithmique.

NI

SE

T /,;. A

&r\
4
3

2

2.3 Le méme avec une force de rappel

L’anneau est soumis, en plus, a une
force de rappel par I'intermédiaire d"un \
ressort de raideur k de longueur a vide
ro. Le ressort est enfilé sur la tige, une
extrémité est fixée en O et I'autre est at-
tachée 'anneau M. e

%
La force de rappel F , dans le référen- M 48
tiel terrestre R(O; & ,&) : 0(t)

—>
F,=—k(r—rp)é

D’apres le principe fondamental de la dynamique :

= o . .
ma =F . +T < ma =—k(r—ry)é+They <

{ m(r'" —rwg) = —k(r —ry) (1)
2mr'wg =Ty (2)
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2. EXEMPLES

. k k k k
De I’équation (1) : 1" — rwg =——7r4+—1r9 & 1"+ (— — aﬂ) r=—rp
m m m m
. . N kro
La solution particuliere est donc: 7, = ———
k — mdawo
. . . k 5
e Sila constante de raideur est faible : p- < wy
A I . ) k
le polyndme caractéristique admet deux racines réelles + w avecw = |/ wp — pt

On retrouve alors les solutions de ’exercice précédent: |r(t) = roch(wt) + 1y

) ) .k
e Sila constante de raideur vérifie — = w%
m

L'équation (1) devient: 7"’ = 70

k
En intégrant deux fois: r(t) = pnL(( t2 +at + b.

L r(0) =ro b=rp
Des conditions initiales , = -0

: . k
On obtient alors la solution: |r7(t) = ol 2+ 1o

EQMAV'%J& : Dans ces deux cas le ressort cassera.

. . k
e Sila constante de raideur est grande : — > w%
m

: -~ . k 5
On obtient alors un régime harmonique, en posant w = 4/ — — wj
m

On obtient la solution générale : r(t) = Acos(wt) + usin(wt) +rp.

On dérive: #'(t) = —Awsin(w t) + pw cos(wp t)
r(0) =r A = A =7y—
Des conditions initiales : ,( ) 0 & Trp=To & o Ty
r(0) =0 p=0 p=

On obtient alors la solution : |r(t) = (rg — 1) cos(wt) + 1y

rp correspond a la position d’équilibre. L’anneau oscillera alors autour de sa
position d’équilibre.
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