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1. APPLICATIONS

1 Applications

1.1 Définition

Definition | = Soit deux ensembles E et F et f une relation de E dans F.
e f estune application si tout élément x € E posséde une image unique f(x) € F.
Vx e E, dlyeF, y=f(x)
e L'ensemble E est appelé ensemble de départ de f et F 'ensemble d’arrivé de f.
e f(x) est appelé I'image de x par f.
Tout élément x € E pour lequel y = f(x) est appelé antécédent de y par f.

ReMA\r‘%«)e :

e On pourrait aussi donner comme définition : un application de E dans F est
une partiede E X F telleque: Vx € E, 3ly € F, y = f(x)

e Application et fonction sont synonymes. Des nuances d’ordre pédagogiques
sont parfois faites entre les deux termes. Au lycée, on appelle fonction une re-
lation de E dans F telle que chaque élément de E posséde au plus une image
dans F.

Exe.MPles :

e Une application représentée par un
diagramme sagittal.

x1 et xp ont la méme image .
y1 a deux antécédents x; et x.
Chaque (x;);c[y,4] @ une image.

Chaque (yi)ic[1,5) n'a pas nécessaire-
ment un antécédent.

e Une application ¢ de R dans R : y; a quatre antécédents x1, x2, x3, x4

A

Y1 /-\
N\ ] ] ] ] >

\// X1 X2 X3 X4 \
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1. APPLICATIONS

1.2 Image d’une partie, d'une application

Defivition 2 : Soient f une application de E dans F et A une partie de E.
e On appelle image de A par f, ’ensemble, notée f(A), telle que :

flA)={yeF JacA y=fa)}={f(@)}.ca

e L'image de E est appelée image de f et notée Im f

ExeMPles :

o A= {xy,x,x3}
f(A) = {y1,y5}
ImE = {y1,y3,y5}

e Pour une application de R dans R : ici Im § = [Y/min, Ymax|

Ymax
N\ ~
N 7 N /N~ _,
~ >~/ 5

Ymin

1.3 Image réciproque d’une partie

Defivition 2 : Soient f une application de E dans F et B une partie de F.
On appelle image réciproque de B par f, I’ensemble noté f~!(B), tel que :

f'(B)={x € E, f(x) € B}

A Lanotation f~!(B) pourrait faire penser que la fonction réciproque f ! existe,
ce qui n’est pas le cas si f n’est pas bijective. La notation f~!(B) fait simplement
référence a une partie de E.

Exem;:les :

e Par rapport a nos deux exemples, on peut écrire :

f_l ({yll y5}) = {x1/x2/ X3} et g_l ([yminr ymax]) =R
e Soit la fonction f de R dans R définie par f(x) = sinx.

FU-151) =R et f1(0;1]) = [k2r; k2n + 7]
keZ
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1. APPLICATIONS

1.4 Composition d’applications

Deflivition 4 : Soient f et ¢ deux applications, f : E— F et ¢ : F — G.
L’application composée de f suivie de g, notée g o f, est telle que :

of' {E—>G
8975 x— g lf(x)]

Remargue : On ne peut pas nécessairement définir la composée f o g a partir
des mémes ensembles. Dans le cas ou cela serait possible, la composée de deux
applications n’est pas commutative, en général: gof # fog

1.5 Ensemble d’applications

Deflivition S : L'ensemble des applications de E dans F est noté FE ou .% (E, F)

A L’ensemble des applications de E dans F : notation FF

1.6 Restriction et prolongement d’une application

Defivitien & : Soit A une partie de E.

e Soit f : E — F une application.
On appelle restriction de f a A I'application notée f| 4 de A dans F telle que :

Vre A, fialx) = f(x)
e Soit f : A — F une application.
On appelle prolongement de f a E I'application notée g de E dans F telle que :

Vxe A, f(x)=g(x)

EeMA,v-iue : Quand une fonction admet une limite a 1’'une des bornes ouvertes
finies de son ensemble de définition, on peut prolonger la fonction par continuité.

Par exemple la fonction f définie sur R* par: f(x) = su;x. Or lirr(1) f(x) =1.
xX—
sin x
On prolonge alors la fonction f sur R : { flx) = x 70
f(0) =1
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2. INJECTIONS

2 Injections

2.1 Définition

Definition T : Soit I'application f de E dans F.

f est injective sur E si tout élément de F possede au plus un antécédent :

Vx1,x € E, f(x1)=f(x) = xp=2x

Remargue :

On a le diagramme sagittal suivant :
Certains éléments de F peuvent ne pas
avoir d’antécédent. C’est la cas ici de yj.

Imf - {y11y21y31y5} 7& F
card(E) < card(F)

i o .
: est injective sur C/ {i} car:

Exem,ble : L'application f : z+— f(z) = zi_
zZ1+1 241
Zl—i:ZQ—i
21z +i(zo—z1)+1l=z120+i(z1—220)+1 = zm—z1=21—20 =

= (z1+i)(z2—i)=(z1—i)(z2+1i) =

2(22—21):0 = Zp =21

2.2 Injection et composition

Defivition 8 : Soient f et ¢ deux applications, f : E— F et ¢ : F— G.
e Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

e Si g o f estinjective alors f est injective

Remargue : Sigo f estinjective alors g rien du tout.

Contre exemple f et g sont respectivement la fonction exponentielle et la fonction
carrée définies sur IR.

e La fonction exponentielle est injective

e gof(x) = (e%)®> = ¢** donc go f estinjective.

e La fonction carrée n’est pas injective car 4 a deux antécédents 2 et —2.

Demonstration :
e f et g injectives.
gof(x) =gof(x2) = glf(x1)] =g [f(x2)]

e go f injective

flx1) = f(x2)

g injective f injective
=

flx1)=f(x2) " = x1=x

gof injective

glf(x1)] = g [f(x2)] X1 = X2

composition par g
=
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3. SURJECTIONS

2.3 Injectivité par stricte monotonie sur une partie de R

Théoréme | : Soient A une partie de R et f une fonction de A dans R.

Si f est strictement monotone sur A alors f est injective sur A

monotone sur A. Dans ce cas la fonction

Remargue : La réciproque est fausse

car f peut étre injective sur A sans étre _ .
|

f n’est pas continue sur A. !

\

Exemples :

e La fonction cos est injective sur [0 ; 7| car strictement décroissante. On en dé-
duit l'implication sur [0; 7], cosx =cosy = x=1y.
Il est a remarquer que cette implication n’est pas vrai sur IR car la fonction cos
est périodique.

Ty

X
e Montrons que Vx,y €] —1; 1], arctan x + arctany = arctan 1

Vxe|—1;1], arctanxe] -

.n[ = arctan x + arctan E]—n'
44 Y 2’

SIS

tanarctan x 4 tanarctany ~ x+y
1 — tan arctan x tan arctan y C1- Xy

X
tan(arctan x 4 arctany) = = tan arctan 7

. . . T T NS ,
La fonction tan est strictement croissante sur ] — = = [, donc injective et 'on

2 4
. . , . X+
peut alors simplifier par « tan» d’ou arctan x 4 arctany = arctan J

3 Surjections

3.1 Définition

Defivition & : Soit f une application de E dans F.

f est surjective si tout élément de F posséde au moins un antécédent dans E.
OnaalorsIm f = F

VyeF, 3x € E, y=f(x)

Remargue : E f F

On a le diagramme sagittal suivant : —'
Certains éléments de F peuvent avoir

plusieurs d’antécédents, ici y;.

Imf={y1,y2y3} =F X0
card(E) > card(F)
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4. BIJECTIONS

Exemple : La fonction carrée est surjective de R sur R,

3.2 Surjectivité et composition

Théoréme 2 : Soient f et ¢ deux applications, f : E—+F et ¢ : F— G.
e Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

e Si g o f est surjective alors g est surjective

Remargue : Sigo f estsurjective alors f rien du tout. Contre-exemple

/ {]R—>IR {JR—HRj R — R
: g:

2 2x

x — e x —> x2 x— (") =e

#gof:{

g o f est surjective de R sur IR’ mais f n’est pas surjective de R sur R, car par
exemple (—1) n’a pas d’antécédent.

Démonstration :

=glf()]=goflx)

gsurjective = Vze G, JyeF z=g(y)
° C = Zz
f surjective = Vye€F, dx€E, y=f(x)

g o f est surjective.
e ¢o fsurjective = Vze€ G, Ix €E, z=gI[f(x)] = Jy=f(x) € F, z=g(y)
g est surjective.

4 Bijections

4.1 Définition

Defivition 10 : Soit f une application de E dans F.

f est bijective sur F si f est injective et surjective. Tout élément de F possede un
et un seul antécédent dans E.

VyeF, dlx€E, y=f(x)

E f F

Remargue :

On a le diagramme sagittal suivant :

card(E) = card(F)
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4. BIJECTIONS

Exemples :
e La fonction cube est bijective sur RR.
e Application aux fonctions réelles.
Soit une fonction f strictement croissante et continue sur |4, ].

— f est strictement croissante sur [a, b] donc f est injective sur [4, b], la fonction
f est alors bijective sur Im f = f([a,b]) = [f(a), f(D)]

— f est continue sur [a, b] donc f est surjective sur [f(a), f(b)]
— f est injective et surjective donc f est bijective de [a, b] sur [f(a), f(b)]

Voici démontré le théoréme des valeurs intermédiaires !

4.2 Application réciproque

Théoreme 2 : Siune application f est bijective de E sur F, alors il existe une
unique application réciproque, noté f ! de F sur E telle que :
y=f(x) & x=f'y) & fofl=Idretflof=1Id

Si I’'on peut trouver une application réciproque f~! a I’application f alors f est
bijective.

Remargue :

e L'idée d'une application réciproque est de pouvoir « revenir en arriere », c’est
possible uniquement si I’application est bijective.

e Dans le cas d'une bijection f définie d’une partie de R sur une partie de R, les
courbes G et G-1 sont symétriques par rapport a la 1 bissectrice d’équation

y=x
Exemples :

e La fonction exp est une bijection de R
sur R .

Elle admet donc une fonction réci-
proque de R*. dans R : la fonction In / Mq

Les courbes %exp et 4, sont symé-
triques par rapport a la 1™ bissectrice
d’équation y = x

e Réciproque de l'application f définie de C/ {i} dans C/ {1} par: f(z) = ii—z
. , .
7= o i =i e z(Z —=1) =iz +1) 2z Z:z(z/——i—l)
zZ—1 z'—1
-1 .o . P . -1 Z(Z+1)
f~* est une bijection définie de C/ {1} sur C/ {i} par: f~'(z) = e
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4. BIJECTIONS

Defivitien |l : Une application f de E dans E est involutive si: fo f = Id.

f est alors une bijection et f l=f

1
Exemple : La fonction définie de R* dans R* par f(x) = p est une applica-

tion involutive. En effet lorsque I'on prend l'inverse de I'inverse d'un nombre on
retrouve ce nombre.

4.3 Bijectivité, réciproque et composition

Theoreme 4 : Soient f et ¢ deux applications, f : E—~F et ¢ : F — G.

e Si f est bijective de E sur F alors f ! est bijective de F sur Eet: (f!) ey

e Si f et ¢ sont bijectives alors g o f est bijectiveet: (go f) ! = flog™!

A\ Ordre dans la réciproque de la composée: (go f)~!1 = flog™!

Deémonstration : f et ¢ bijectives, en utilisant I'associativité de la composée :
o (fflogT)o(gof)=flo(glog)of=floldrof=f"lof=1Ide

e (8of)o(flogl)=go(fofl)ogt =goldpog ! =gog™! =1Idr

La réciproque de g o f estbien f 1o g~ 1.
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