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1. INTRODUCTION

1 Introduction

Comme son nom l'indique, la notion d’espace vectoriel est basé sur nos vecteurs
dans le plan ou l'espace que nous avons rencontrés dans les classes de lycée. On
a introduit la structure d’espace vectoriel parce que cette structure est présente
partout en mathématiques

Il s’agit de généraliser la structure que nous avons vue en géométrie pour qu’elle
puisse s’appliquer a d’autres objets mathématiques (polyndmes, fonctions, suites,
matrices,.. .).

L’idée essentiel dans un espace vectoriel est la notion de combinaison linéaire
que l'on rencontre dans de nombreux domaines mathématiques (arithmétique,
analyse, géométrie)

Enfin la notion d’espace vectoriel est basé sur la notion de stabilité : la combinai-
son de deux éléments d’un ensemble est encore dans cet ensemble.

2 Espaces vectoriels

2.1 Définitions

Comme nous allons le voir dans la définition, pour définir un espace vectoriel,
nous avons besoin de deux ensembles :

e Un corps K pratiquement: R ou C.

e Un ensemble E qui peut étre tres varié : ensemble de nombres, de fonctions, de
suites, de matrices, de polynomes, de n-uplets ...
Cet ensemble E muni de la loi de composition interne + appelée addition
vectorielle doit étre un groupe commutatif : c’est a dire que la loi + est com-
mutative, associative, E possede un élément neutre O et tout élément x de E
possede un symétrique noté (—x) appelé opposé. On écrit (E, +) est un groupe
commutatif.

Defivition | : Lensemble E a une structure d’espace vectoriel sur K lorsque :

e (E,+) est un groupe commutatif dont on note 1’élément neutre Or ou 0 et ap-
pelé vecteur nul.

e L'ensemble E est muni d'une loi de composition externe, admettant le corps K
comme domaine d’opérateurs, noté «.» appelé multiplication par un scalaire.
Cette loi est définie par une application de K x E dans E qui au couple (A, x)
ou A est un élément de K et x un élément de E associe un élément de E noté
A.x ou Ax. Cette application est telle que :

1) VxeE: lx=x

2) Vx,y € E,VAeR : A(x+y)=(Ax)+ (Ay)
3y Vx e E, VA, u e R : (A+u)x=(Ax)+ (px)
4) Vx € E, VA, u e R : A(pux) = (Ap).x

Les éléments d"un espace vectoriel E sont appelé vecteurs. Les éléments de K
interagissant sur les vecteurs x sont appelés des scalaires
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2. ESPACES VECTORIELS

loi externe . loi interne +

0
. o Ax + uy

Remargue : On dit aussi que E est un K-espace vectoriel.

L’étude des espaces vectorielles s’appelle I'algebre linéaire.

Généralement en algebre linéaire, on ne met pas de fleches sur les vecteurs. On
continue cependant d’en mettre quand on fait de la géométrie classique dans
le plan ou I'espace.

La propriété 1) de la loi externe traduit que 1 est 1’élément neutre du corps K.
Quant aux propriétés 2), 3), 4) elles traduisent une « sorte » de distributivité
et d’associativité mais qui n’en sont pas vraiment car les éléments ne sont pas
dans le méme ensemble. On parle alors de bilinéarité. Ces quatre propriétés
semblent « naturelles » car elles s’appliquaient déja a nos vecteurs en géométrie
classique.

Les conditions d"un espace vectoriel peuvent paraitre lourdes a vérifier, mais la
plupart du temps, on montrera que E(, +,.) est un espace vectoriel grace aux
propriétés qu’il doit vérifier pour étre un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel plus grand de référence.

L’idée principale est que E posséde un élément neutre O et que pour tous vec-
teurs x et y la combinaison linéaire Ax + uy est encore dans E.

2.2 Exemple

(R, +, x) est un espace vectoriel sur lui-méme. I suffit de considérer la multi-
plication x comme une loi externe. Il est assimilable a une droite vectorielle.

De méme R? et R? ont une structure d’espace vectoriel sur R. Ils sont assimi-
lable aux vecteurs du plan et de 'espace.

L'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 , .#,(R) ou .#>(C), a une structure
d’espace vectoriel sur R ou C.
Il en est de méme de I'ensemble des matrices np : .4, ,(R) ou ., ,(C)

L'ensemble des polynomes a coefficients réels, R[X], a une structure d’espace
vectoriel sur R.

L'ensemble des fonctions définies de R dans R, F(IR,R) ou RR a une struc-
ture d’espace vectoriel sur IR.
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2. ESPACES VECTORIELS

e L'ensemble des suites réelles, RN, a une structure d’espace vectoriel sur R.

Théeoreme | : L’ensemble des n-uplets, R", muni de la loi de composition

interne « +», et de loi externe sur IR, «.» tel que :

VX,YEeR", VA, ueR, AX+uY=A(x1,x2,..., xn)+u(y1, y2,---, Yn)
= (Axy+uy1, Axo+uys, ..., Axn+pyn)

forme un R-espace vectoriel avec Or» = (0,0, ...,0)

Propriete | : Soit E un K-espace vectoriel.
eVxeE, VAeK, Ax=0 & A=0 ou x = 0.

e Vx € E, —x = (—1).x ot (—x) estl’opposé de x dans E et (—1) 'opposé de 1
dans K

2.3 Combinaisons linéaires

Definition 2 : Soit E un K-espace vectoriel et x1, xp, . .., x, éléments de E.

On appelle combinaison linéaire de x1, xy, ..., x,, tout vecteur u de E de la forme :
n
u= ZA{XZ' = AMx1+Axo+ -+ Apxy, avec Aq, Ay, ..., Ay €K
i=1

n

L'ensemble Vect(x1,xp,...,%,) = {Z Aix;, A;j € ]K} des combinaisons linéai-
i=1

res des éléments x1, X, ..., X, de E est un espace vectoriel.

Exem,bla : Vect (((1) (1)) , ((1) (1))) est I’ensemble des matrices (Z Z)

I forme alors un espace vectoriel.

24 Sous-espace vectoriel

Théoreme 2 : Soit E un K-espace vectoriel et soit F une partie non vide de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel sur K si et seulement si :

e OreF

e Feststablec’estadire: Vx,y € F, VA, ucK, Ax+AyeF

Exem;:les :
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2. ESPACES VECTORIELS

e R, [X] I'ensemble des polyndmes a de degré inférieur ou égal a n est un sous-
espace vectoriel de ’ensemble de polynomes R[X]. En effet :

1) Le polyndme nul est bien un polynéme de degré inférieur ou égal a n.

2) La combinaison linéaire de deux polynomes de degré inférieur ou égal a n
est bien un polyndme de degré inférieur ou égal a n

e L'ensemble des fonctions affines est un sous-espace vectoriel des fonctions dé-
finies de R dans R. En effet :

1) La fonction nulle est bien une fonction affine.

2) La combinaison linéaire de deux fonctions affines est une fonction affine.

/\ Pour montrer qu'un ensemble a une structure d’espace vectoriel, on montrera
qu’il est le sous-ensemble vectoriel d"un ensemble connu.

Théeoreme 3 : L'intersection de deux sous-espaces d’un espace vectoriel E est

un sous-espace vectoriel.

Deémonstration : Soit F; et F, deux sous-espaces d’un espace vectoriel E.

e (peF et OpeF donc Orp e FNE

e Stabilité :
Vx,ye Nk, VA, u € K, Ax+uy € F; (car x,y € F; et F; sous-espace vectoriel),
demeéme Ax+puy € F, donc Ax+uy€c Nk

E

F

I3

A\ L'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas nécessairement un espace
vectoriel.

En effet dans IR? considérons
I’ensemble F; des couples (x,0) donc F; = Vect((1,0)) et X
’ensemble F, des couples (0,y) donc F, = Vect((0,1)).

A

F et F, sont donc des sous-espaces vectoriels de IR?. 1b--+¢FRUE
|

(1,0) et (0,1) sont donc deux vecteurs de F; U F, mais LR

(1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ F UF,. 1 >

L’ensemble F; U F, n’est pas stable.
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3 Famille génératrice, liée, libre et base

3.1 Famille génératrice

Defivition 2 : Soit E un K-espace vectoriel.

La famille X de E telle que X = (x1,xp,...,X,) estune famille génératrice de E

n
si tout vecteur u de E est une combinaison linéaire de X. On a ainsi: u = Z Aix;
i=1

et E = Vect(X).

/\ Cette combinaison linéaire n’est pas nécessairement unique.
En effet la famille ((1,1); (1,2); (2,1)) est une famille génératrice de E mais :
(3,3) =3(1,1) ou (3,3) =1(1,2)+1(2,1)

Exemples :

e Deux vecteurs non colinéaires du plan engendre le plan.

Trois vecteurs non coplanaires de 'espace engendre 1'espace.

La famille (1,X, Xz,...,X”) engendre l'espace vectoriel des polynomes de
degré inférieur ou égal a n, i.e. K,[X]

La famille (1, /) engendre 1'espace vectoriel C sur R.

Une fonction constante non nulle et la fonction identité (f(x) = x) engendre
l'espace vectoriel des fonctions affines.

3.2 Famille libre, famille liée

Defivitien 4 : Soit E un K-espace vectoriel.

La famille X de E telle que X = (x1,xp,...,X,) est libre ou les vecteurs
X1, X2,. .., X sont linéairement indépendants si :

n
ZAixiZOE = A; =0, ViE[[l,i’l]]
i=1

La famille X de E telle que X = (x1, xp, ..., X,) estliée ou les vecteurs x1, x2,. . ., X»
sont linéairement dépendants si on peut exprimer un vecteur x; comme combi-
naison linéaire des autres.

n
di e [[1,71]], X; = Z)\kxk
i

EeMAv-%ue : Si X = (xq,x2,...,%,) est une famille libre alors on peut utiliser le
principe d’identification :

n n
i=1 i=1
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Exemples :
e La famille (1,7) est une famille libre de 'espace vectoriel C sur R.
Al4+ui=0 = A =u =0 identification partie réelle et partie imaginaire
e La famille ((1,1); (1,2); (2,1)) est une famille liée, en effet :
(2,1) =3(1,1) + (—-1)(1,2)

3.3 Bases

Definition S : Soit E un K-espace vectoriel et B une famille de E.

La famille B forme une base de E si la famille B est a la fois libre et génératrice
de E

Remargue : SiB = (e1,ez,...,e,) est une base de E alors tout vecteur u de E est
décomposable en une unique combinaison linéaire de ey, e3,.. .,e;.

n
u= Z Aie; et (Aq,A,...,A,) sontles coordonnées de u
i=1

Exemple : Montrons que B = ((1,1);(1,2)) forme une base de R?

Soit (x,y) un élément quelconque de IR?. Déterminons les réels A et y tels que :

(o y) =AMLY +u(1,2) & (xy)=(AA)+ (1 2p).
On obtient le systéme suivant :
A = =y — - — —
tp=x 1) _ Jr=y-x )-Q1) _ [A=2x—y
A+2u=y (2) A=x—p (1) p=-x+y
(x,y) = 2x = y)(L,1) + (=x +y)(1,2).
Tout élément de R? peut se décomposer en une combinaison linéaire de (1,1) et

(1,2) et cette décomposition est unique. La famille B est libre et génératrice de IR?.
La famille B est donc une base de IR?.

Les coordonnées de (x,y) dans la base Bsont (2x —y, —x +y)

Remargue : Mais ce n’est pas la base la plus simple.
En effet labase B, = ((1,0),(0,1)) est plus simple: (x,y) = x(1,0) +y(0,1).

La base B, est appelée base canonique de R?.

Defivition & : Bases canoniques de K", K,[X] et K[X]
e Famille de n-uplets. Vn € IN*, on pose e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),
..oen=1(0,0,...,0,1). La famille (e;)1<j<, estlabase canonique de K",

e Polyndmes de degré inférieurs ou égaux a n. La famille (1, X, X?2,...,X") est
la base canonique de K, [X]

e Polyndmes de degré quelconque. la famille (X');cn est la base canonique
de K[X]
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4. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

4 Dimension d"un espace vectoriel

4.1 Définition

Defivitien T : Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension

finie si E possede une famille génératrice de n éléments. Dans le cas contraire E
est de dimension infinie.

Exemples :
e Les espaces K" et K,,[X] sont de dimension finie.

e L'espace K[X] est de dimension infinie

Théoreme 4 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si E est engendré par une famille de n éléments alors toute famille libre possede
au plus n éléments

Remargue : Ce théoreme est fondamental car il va permettre l'algorithme sui-
vant permettant d’exhiber une base.

4.2 Algorithme de la base incompleéte

Théoreme S : Soit E # {0g} un K-espace vectoriel et (;)1<;<, une famille

génératrice de E dont les p premiers vecteurs sont libres alors il existe une base
constituée des vecteurs x1, xo, ..., xp et de certains vecteurs Xp+1s---r Xn

Entrée : on rentre les p premiers vec- Variables : I : entier, B : liste
teurs dans B. X1, X2, ..., Xy : Vecteurs
On initialise le compteur I & p. Entrées et initialisation

) pour k de 1 a p faire
Traitement : On forme la famille consti- | xx — B(k)
tuée de B et d'un vecteur parmi ceux de fin
p + 1 a n. Si cette famille forme une fa- g

Traitement

mille libre, on incrémente I et 1'on ra-

j kd 1 an fai
joute ce vecteur dans A. pour kde p + 1 an taire

si B+ x; libre alors

Sortie : B engendre alors E car les autres I+1—=1
vecteurs de la famille génératrice sont x — B(I)
combinaison linéaire des vecteurs de B. ‘ (it

n

B est libre et génératrice, B est donc une

base de E. Elle posseéde I vecteurs. S8 Ak s B

Remargue : On formerait une base différente en prenant au départ p vecteurs
différents parmi les n de la famille génératrice.
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4.3 Théoremes de la base incompléte et de la base extraite

Théoreme b : Soit E # {0} un K-espace vectoriel.
e Toute famille libre de E peut étre complétée en une base finie de E

e De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base finie de E

Remargue : Si E = {0g} aucune famille de E est libre. E ne posséde pas de
base.

Démonstration :

e Soit L une famille libre de E. En appliquant ’algorithme de la base incomplete,
on peut former une base en rajoutant a L des vecteurs d"une famille génératrice.

e Réciproquement soit G une famille génératrice de E. En appliquant I’algorithme
de la base incomplete en partant du premier vecteur de G et en rajoutant les
autres vecteurs en éliminant ceux qui ne forme pas une famille libre avec ceux
déja retenus. La base obtenu est une sous famille de G.

4.4 Dimension

Defivition 8 : Soit E un K-espace vectoriel.
e Si E = {0g} ladimension de E est 0 et 'on note dim(E) = 0.

e Si E # {0g}, toutelesbase de E ontle méme nombre 1 de vecteurs. Ce nombre
n est la dimension de E et 'on note dim(E) =n

Remargue :
e Sidim(E) = 1, on dit que E est une droite vectorielle.

e Sidim(E) = 2, on dit que E est un plan vectoriel.

Théoréme T : Dimension des espaces vectoriel K", K, [X] et .#,,(K).

dimK" =#n, dimK,[X]=n+1, dim.#,,(K)=np

Si E et F sont deux espaces vectoriels sur K alors E x F est un espace vectoriel et
dimE X F = dimE +dim F

A dimIK,[X]=n+1 car onva du polynéme de degre 0 au polynéme de degré n.

Théoreme 8 : Dans un espace vectoriel E de dimension 7, toute famille libre

possede au plus n éléments et une famille génératrice au moins n.
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Deémonstration : Une base B de E posseéde n éléments. Si X est une famille
libre et Y une famille génératrice de E, alors X possede au plus autant d’élément
que B et Y au moins autant d’élément que B.

Théeoreme & : Caractérisation d’une base d’un espace E de dimension 7.

Une famille X de n vecteurs est un base de E si, et seulement si X est libre ou bien
X est génératrice de E.

Remargue : Ce théoreme est immédiat car une base d’un espace de dimension n
possede n vecteurs. Une famille libre de n vecteurs engendrera E de méme si une
famille de n vecteurs engendre E alors cette famille est libre.

Exemple : Lafamille X = ((1,3), (2,1)) estune base de R2.

R? est un espace de dimension 2 donc comme X a deux éléments, il suffit de
montrer qu’elle est libre pour qu’elle soit une base de IR?.

A+2u=0

& A=pu=0
BA 4+ =0 a

A(1,3) +u(2,1) = (0,0) < {

X est donc une base de R2.

Théoréme 10 : Soit F un sous-espace vectoriel de E alors :

dimF < dimE égalitési F = E

5 Somme de deux sous-espaces vectoriels

5.1 Définition

Defivition & : Soient F et G deux sous-espaces d'un espace vectoriel E.

L'ensemble des éléments (# + v) ol u et v sont respectivement éléments de F et
G est appelé somme des sous-espaces F et G. Cette somme est notée F + G.

e L'ensemble F + G est un sous-espace de E.

e F+ G estle plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G.

Deémonstration : Montrons que F + G est un sous-espace vectoriel de E :
e O = 0g + 0 et comme Of est dans F et G alors O € F + G.
e Soit w=u+vet w =u 47 deuxélémentsde E+F.
Aw+pw' = AMu+0)+u(u' +9") = Au+ Ao+ pu’ +po’ = (Au+ pu') + (Ao + uv')
N——— N—_——

€F €G
Donc pour tous scalaires A et i, Aw + pw’ € F+ G.

F + G est donc un sous-espace vectoriel de E.
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Montrons que F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G.

e F+ G contient F et G. Il suffit pour cela de prendre les vecteurs de F + G de
la forme u + 0 etOg + v.

e Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F et G.

Siue Falorsu € Hetsiv € Galorsv € H.
Toute combinaison linéaire d’éléments de H est élément de H, doncu +v € H
etdoncF+ G C H

N

/\ Ne pas confondre FU G quin’est pas un espace vectoriel et F 4+ G

Exemple : Lasomme des droites vectorielles dans IR?, Vect((1,0,0)) et Vect((0,1,0))
est le plan d’équation z = 0. En effet

F+G = Vect((1,0,0)) + Vect((0,1,0)) = Vect((1,0,0), (0,1,0)) = {(x,%,0)}, yer

5.2 Somme directe

Definition 10 : Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E.

On dit que F et G sont en somme directe si la décomposition d'un vecteur de
F 4 G en somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G est unique.

Yu,u' € F, Vo' € G, u+v=u+v = u=u etov=7

On note alors F @ G la somme directe de F et G.

Théoreme |l : Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E.

F et G sont en somme directe si, et seulementsi, FNG = {0g}

Démonstration :
e F et G sont en somme directe et soit x un élément de F N G.

On peut décomposer x en la somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G en
x+ 0 et O + x.
x+0r=0+x @ugmte x =0

e Réciproquement,ona FNG = {0¢}.
Soient u,u' € F et v,v' € G telsque u+v=u'+v < u—u' =9 -0
(u—u') et (v —v) sont éléments de FNGetdonc u—u' =0et v —v =10
ce qui entraine u =u' et v =10
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Exem,bla : Dans E = R5.

e Soit F le plan vectoriel d’équation x +y +z =0
e et G la droite vectorielle définie par x =y = z.

On peut écrire F = Vect((1,—1,0),(0,—1,1)) et G=Vect((1, 1, 1)).
Donc F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR3.

{x+y+z=0

f—y=z & x=y=z=0 & FNG={(0,0,0)}

F et G sont donc en somme directe.

5.3 Supplémentaires d’un espace vectoriel

Defivition |l : Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E.

On dit que F et G sont supplémentaires dans E ou que G est un supplémentaire
de F dans E si, et seulement si on a I’'un des assertions suivantes :

e VxcE, I (u,v) e FxG, x=u+v
e FEG=E

A\ Le supplémentaire de F dans E n’est pas unique.

Pour s’en convaincre.

Soient E = R®, Fleplan vectoriel et les G2
droites vectorielles G et G, définis sur

la figure ci-contre. ‘
G1 et G sont deux supplémentaires du
plan F dans R3.

Théeoréme 12 : Soit F un sous-espace d’un espace vectoriel E de dimension fini,
alors F posséde un supplémentaire G dans E.

Onaalors: dimG =dimE — dimF

Deémonstration :

e SiF={0g}, alors G=E

e Si F # {0}, F posseéde une base (e;)i<i<p que l'on peut compléter en une
base (e;)1<i<n de E d’apres le théoreme de la base incompléte. On pose alors

G = Vect(e;) py1<i<n- Onaalors E = F + G et F et G sont en somme directe et
donc G est un supplémentaire de F.

e La relation sur la dimension est alors une conséquence de la construction de G.
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5. SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exemple :
e Soit IR, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
e Soit P l'ensemble des polynomes pairs de R, [X].

e On suppose que P est un sous-espace vectoriel de R, [X].
Déterminer un supplémentaire de P dans R, [X].

Montrons que I'ensemble Q des polyndmes impaires de R, [X] est un supplémen-
taire de P.

e Soitr € PN Q, onaalors:

Donc PN Q = {0}.

e Analyse : Supposons qu’un élément r de R, [X] peut se décomposer en un élé-
ment p de P et un élément g de Q. On a alors :

{ r(X)
r(=X)

p(X)+4(X)  p pair g jmpair { r(X) = p(X) +9(X)
p(— r( p( q

= p(=X) +4q(=X) =X) = p(X) —q(X)
On en déduit alors: p(X) = r(X) +2r(—X) et g(X)= r(X) _27’(—X)
e Synthese : Soit un élément r de R, [X],
on pose alors p(X) = r(X) +27(_X) et g(X)= r(X) _2”(—X)

On vérifie aisément que p est pair et que g est impair. Donc: r= p + g
~—~—
€P €Q
Onaalors: R,[X] =P+ Q. Q estdonc un supplémentaire de P dans R, [X].
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