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Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats.

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v )

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Prérequis

Soit z un nombre complexe tel que z = a + bi ot a et b sont deux nombre réels.
On note z, le nombre complexe défini par z = a — bi.

Questions

1.
2.

Démontrer que, pour tous nombres complexes zet z/, zx z/ =z x z.

Démontrer que, pour tout entier naturel # non nul, et tout nombre complexe
7 —\n

z, 2" =(2)".

Démonstrations par le calcul et par récurrence.

Partie B

On considere I'équation (E) : z* = —4 ol z est un nombre complexe.

1.

Calculons (—z)(—z)(—2)(—z)(—z) = z* = —4, donc —z est aussi solution de I'équa-
tion (E). L
DemémeZxZxZxZ = (Z x 2)x (2 x Z) = 22x 22 (d’'apresla R. O. C. 2. et toujours

d’apres la méme formule) = z* = —4 = —4, car -4 € R.
Donc z est aussi solution de (E).

2. a. zp=1+i,donclzgl?=12+1%2=2= |z| = V2.

On peut en factorisant écrire :

2 2 y
Zp = ﬁ(% +i%) = \/i(cos% +isin%) =v/2el1,
24 .
b. Onazj = (\/_e 4) = (\/_)4(e11) =4(e")=4x(-1)=-

zp est bien une solution de I'équation (E).

3. D’apres la question B. 1. —zp = —1 —i et 2y = 1 —1i sont aussi solutions; mais

puisque z est solution son opposé —zy = —1 —il’est aussi.
Conclusion : 1+1i, 1—i, —1—iet —1+1i sont solutions de (E).

Partie C

. D’apres le coursI'écriture complexe de la rotation de centre C d’affixe —1 —i et

d’angle —g est:

Z—zc=e3 (z—z20) = 7z =—1—i+e '3 (z+1+i),
z étant I'affixe d'un point et z’ celle de son image par r.
a. OnadonczE=—1—1+e‘i§ (-1+i+1+i)=
—1-i+(cos(-%) +isin(-%))x2i=—-1-i (——1£)x21——1—1+1+ 3=
ZE=—1+\/—.
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b. DemémezF=1—1+e_i% A+i+1-i)=
1—i+(c0s(—%)+isin(—%))x2:1—i+(%—i@)xZ:l—i—l—i 3=zp=
-i(1+V3).

za—zp  1+i+1-v3  [2+V3+i][1-i(2+V3)] 2-V3+2+V3
-z 1+i+i(1+v3) [1+i(2+V3)][1-i(2+V3)] 1+(2+\/§)2 -

4 4 2
= = eR,.
1+4+3+2v3 8+2V3 4+v3
d. AT 2R réel positif entraine que arg( FAT 2R ) = (ﬁ, ETA)) =0 [27] ce
ZA — ZF ZA — ZF
qui signifie que les points A, E et F sont alignés.
Exercice 2 3 points

Commun a tous les candidats.

Partie A - Un seul robot

1. Soient p(S), p() et p(X) les probabilités respectives de passer par les points S,
TetX.

Ona p(S) = pX) et ps =2p(D).

Donc p(S) = pX) =2p (D).

D’apres la loi des probabilités totales :

;17(8) +pX)+pD =1 < 2pO+2pD+pD =1 < 5pD =1 < p=

-=0,2.
5

2
On en déduit que p(S) = pX) = =

2. On ade facon évidente :
p(E)=p(S) x ps() x p1X) = 2 x 1 x 2 = i
5 5 5 125
3. La probabilité de F est la somme des probabilités de parcourir les « chemins » :
SIX, SXI, ISX, IXS, XIS et XSI.

Comme on I'a vu a la question précédente la probabilité de parcourir I'un de

2 1 2
ces chemins est égale 8 — x — x — = —, donc finalement :
5 5 5 125
4 24 192
p(F) =6 x =——=0,192.

125 125 1000

Partie B - Plusieurs robots

La probabilité qu'un robot ne passe pas par les sommets S, I et X dans cet ordre est

d’apres la question précédente : 1 — 1% = 125° donc la probabilité qu’aucun des n
121\"
robots ne passe par les sommets S, I et X dans cet ordre est (E) (loi binomiale de
121

parametres n et —.
125

La probabilité qu’au moins un robot passe par les sommets S, I et X dans cet ordre

121\"
estdoncl—-|—| .
125

Il faut donc résoudre :
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121\" 121\" 121\" 2 .
1-{—| 20,99 < |— | 0,01 &< |—| <1077, soit en prenant les loga-
125 125 125
. .. 121 -2In10
rithmes de ces nombres positifs, nln 125 <-2In10 < n> ——— =~ 141,5.

~ (121)
In|—
125

Il faut donc au minimum 142 robots.

Exercice 3 5 points

Enseignement obligatoire

1. Le Vecteurﬁ a pour coordonnées (2; 1; —1).

Une équation d'un plan normal aAB est donc de la forme 2x+1 y—1z+d =0.
BB;2;0€eP) < 2x3+2-0+d=0 <= d=-8.
M(x;y;2e(P) <= 2x+y—2z—-8=0.

2. D’aprés la question précédente : AB>=4+1+1=6=AB= 6.
M(x; y;2€() < AM?=AB? < (x-1)?+(@y-1*+(z-1)%=6 <
¥ +y?+22-2x-2y-2z-3=0.
M(x;y; 2)€(S) < x*+y*+2z>-2x-2y—2z-3=0.

(On peut calculer que les coordonnées de B vérifient cette équation.)

[1-1+2+4| 6

3. a. Onad(A, (Q)= — =6.

. On calcule d(A, (P)) =

VEL12:2 6
Comme la distance de A au plan (Q) est égale au rayon de la sphere de
centre A et de rayon /6, on en déduit que le plan (Q) est tangent a la
sphere (S).

2+1-1-8 6
Zecig o
V22412412 V6

La réponse est donc : oui.

. (P) a pour vecteur normal E (2;1; —1) et (Q) a pour vecteur normal

pa;-1;2.
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans (P) et (Q) ne sont pas
paralléles : ils sont donc sécants

Les vecteurs normaux respectivement a (P) et a (Q) ne sont pas orthogo-
naux

. SiM(x; y; 22€(D)=P)n(Q), (x; y; =) vérifie le systéme :

2x+y—-z-8 = 0 X = ! X
{ o J-/|-2z+4 : 0 = 2x+y-z-8 = 0 << y-z
y - X-y+2z+4 = 0 -y+2z

(par somme)z = —3¢ + 4 puis en remplacant dans la premiere équation
y=2z-2t+8=-3t+4-2t+8=-5¢r+12.

X =1
Donc M(x; y; z2) €(D) < y = b5t+12
z = =3t+4
L= RIS
c. A(l1;1;1)eD) < 1 = 5t+12 = —g = t
1 = -3t+4 1 - ¢
Conclusion : A ¢ (D).
d. Méthode 1
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e OnaAB(2;1; -1)etAC(~1;1;2), doncAB2=22+12+12=6et
AC?=12+1%+2% =6.
AB? = AC? = AB = AC : A est donc équidistant de B et de C.

e Soit M un point de (D), donc M(¢; 12—-5¢; 4 —3t) et par consé-
quent BM (1—3; 10-5¢; 4—31) et CM (¢; 10— 5¢; 5—30).
Dot BM? = (t—3)>+(10-50)%+ (4-31)?> = t> +9— 61+ 100+ 251> —
100f + 16+ 91> — 24t = 35¢2 — 1301 + 125.
De méme CM? = 12+ (10— 5£)? + (5-31)% = 1>+ 100+ 25¢> — 100 +
25+91% 30t = 3512 — 1301 + 125.
On a BM? = CM? = BM = CM, donc tout point de (D) est équidis-
tant de B et de C.
Conclusion : tout point de (Q) défini par A et la droite (D) est équi-
distant de B et de C (plan médiateur de [BC]).

Meéthode 2
1 -1

Lesvecteurs u | =5 etAl | 11 sont deux vecteurs directeurs du plan
-3 3

(R). Donc tout point du plan (R) a pour coordonnées :

x=1-k+1

M{ y=1+11k-5] aveckeRetleR
z=1+3k-3l

Calculons, pour tout k et tout /, BM2-CM?:

BM?-CM? =(1-k+1-3)?>+(1+11k—51-2)>+ (1 +3k-3D> - (1—k+1)?

—(1+11k-51-2)2—(1+3k-31+1)2

=(=2-k+D?+1+3k-3D>-(1—k+1)?—-(2+3k-31)?

=(-2-k+l-1+k-D(-2-k+1+1-k+D)+Q+3k-31-2-3k+3])

(1+3k—-31+2+3k-31))

=(=-3)(-1-2k+2D+(-1)(3+6k—-6]) =3+6k—-6]/-3—-6k+6]=0.

Ainsi, tout point M du plan (R) est équidistant de B et C.

Meéthode 3 Avec le plan médiateur de [BC] :

OnaBC (=3; 0; —1) etle milieuI de [BC] a pour coordonnées I(% E —%)
Un point M(x; y ; z) appartient au plan médiateur de [BC] si, et seule-
ment siIM -BC =0 < —3(x—%)+0>< (y—2)—1(z+%) =0

— -3x—-2z+4=0.

Or —3 x 1 -1+4 =0 est vraie ce qui signifie que A(1 ; 1;1) appartient au
plan médiateur;

De méme —37— (4 —3¢) +4 = 0 est vraie ce qui signifie que tout point M
de (D) appartient au plan médiateur de [BC].

Le point A et tout point de (D) sont donc équidistants de B et de C, donc

tout point du plan défini par A et la droite (D) est équidistant de B et de
C.

Exercice 3 5 points

Enseignement de spécialité

Les parties A et B sont indépendantes

Partie A
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1. Le couple (1; 1) est une solution évidente de (E)

2. On adonc: {

7x—6y =

7x1-6x1=1 = (par différence)7(x—-1) -6(y - 1) =

0 [1] &= 7(x-1)=6(y—1).

Comme 7 divise 6(y—1) et est premier avec 6, 7 divise y—1 :il existe donc k € Z
telque y—1=7k < y=7k+1etenreportantdans [1]7(x—1) =6x 7k <
x—1=6k < x=6k+1.

On vérifie aisément que tout couple (6k +1; 7k + 1), k € Z vérifie I'équation

(E).

Les couples solutions sont les couples d’entiers (6k+1; 7k+1), ke Z.

Partie B

Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels
non nuls vérifiant la relation : 7 —3 x 2™ =1 (F).

1.

Sim=1, (F)s'écrit7"-6=1 <= 7"=7,d'oun=1.Lecouple (1 ;1) est
solution.

Sim=2, (F)s'écrit 7" —12=1 < 7" =13 or 7 ne divise pas 13 : pas de
solution;

Sim=3, (F) s’écrit 7" —24 =1 < 7" =25 or 7 ne divise pas 25 : pas de
solution;

Sim =4, (F) s'écrit 7" —-48=1 < 7" =49 d’'ot1 n = 2. Le couple (2 ; 4)
est solution.

. Comme m > 5, il existe p tel que m =5+ p.

(n; m) vérifie (F) donc 7" —=3x2" =1 < 7" =1+3x25*P =143 x2% x
2P =1+3x32x 2P,
Comme 3x32x2P =0 [32],ilenrésulteque7?=1 [32].

. Ona7=7 [32];
72 =17 [32];
78 =23 [32];
74=1 [32].

A partir de la on retrouve de maniere cyclique 7, 17, 23, 1 comme restes
dans la division par 32.

Les puissances de 7 dont le reste dans la division par 32 est égal a 1 sont
donc celles dont I'exposant 7 est un multiple de 4.

. D’apres les deux questions précédentes si un couple (7 ; m) est solution

de (F), alors 7" =1 [32] et n est un multiple de 4.

1l existe donc k € N tel que n = 4k, d’ou1 en reportant 7 =1 [32] =
(74)=1 [B2] = 2401k =1 [32].

Or2401 =5x480+1, c’est-a-direque 2401 =1 [5] = (2401)F =1F [5] =
7"=1 [5] enrevenant a I'écriture initiale de la puissance.

. Soit (n; m) un couple solution de (F) ; donc
7Th-3x2" = 1 "
{7n _1 5 = 3x2"=0 5l

Ceci n’est pas possible puisque 5 ne divise ni 2, ni 3.
Conclusion : il n’existe pas de couple solution avec un second terme su-
périeur a 4

3. D’apres les questions 1. et 2. les seuls couples solutions de (F) sont (1 ; 1) et
2 ;4).

Polynésie
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Exercice 4 7 points

Commun a tous les candidats.

Lannexe qui suit sera complétée et remise avec la copie a la fin de I'épreuve

Partie A
1. a. ¢ La fonction x — In(2x) est la composée des fonctions x — 2x et
X — In(X) qui sont dérivables respectivement sur [1; +oo[etIn2; +ool.
La fonction g somme de fonctions dérivables sur [1 ; +oo[ est déri-
vable sur cet intervalle et g'(x) = 23 -1--1= l_x
Comme x > 0, cette dérivée est du signe du numé)rcateur 1-x.
Donc g'(x) =< x=1,
g <0 = 1<x.
Conclusion : 1a fonction g est décroissante sur]1 ; +ool.
e Dautrepartg(1)=In2+1-1=1n2.
P In2x) 1 1
En écrivant g(x) =2x ——=
2x 2x 2
Onsaitque lim In@x) =0, lim S =0, donc parsomme, lim In@x)
1 ) ch—>+oo 2x Xx—+00 2 X x—+o0 2Xx
% 2- "3 puis par produit de limites xl_lgloog(x) = —00.
e La fonction g est donc dérivable donc continue sur [1 ; +oo[ et
décroissante de In2 a moins l'infini : il existe donc un réel unique
a tel que g(a) =0.
b. D’apres la question précédente g(a) =0 <= In@a)+1-a=0 < a=
InCa) +1.

2. a. En allant «verticalement » vers la courbe (I') et « horizontalement » vers
la droite d’équation y = x, on obtient quatre points de cette droite dont
les abscisses sont uyg, uy, Uy, us.

Voir la figure.
b. Par récurrence :
¢ Initialisation : comme uy=1etu; =In(2)+1~=1,69 <3, onabien:
ISup<u <3.
o Hérédité :
Supposons qu’il existe n e N tel que 1 < uy, < up+1 <3 (D).
Donc u;.2 =Inuyueq) + 1.
Or (1) implique par produit par 2 :
2 < 2u, < 2up41 < 6, puis
In2 <InQu;) <In(Cu;+1) <Iné et enfin
1+In2<InQu,)+1<InQRuyy1) +1<In6+1 soit
1+In2 <upy1 <uppo <In6+1.
Comme 1+1In6 = 2,791 < 3, on en déduit finalement que
1< Up1 < Up+2 < 3.
On a donc démontré par récurrence que pour tout naturel n, 1 < u, <
Unp+1 < 3.
c. Onvient de démontrer que la suite (u,) est croissante et majorée par 3 :
elle est donc convergente vers une limite ¢ < 3.
Comme la fonction g est continue, la fonction définie par g(x) + x l'est
aussi et a la limite on a donc :
¢ =In(¢)+1.0ron avualaquestion 1. b. que a était la solution de cette
équation.
Conclusion lim u, =a.
n—+oo
Polynésie 6 10 juin 2010
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Partie B

1. a. Lafonction f produit de fonctions dérivables sur [1 ; +oo[ est dérivable

. On pose: {

1
. OnaF(x):E — 1—xe

et par conséquent continue sur cet intervalle.

On sait alors que F(x) est une primitive de f sur [1; 4+oco[. On a donc
F'(x)= f(x).

Orsur[l; +oo[, x—1>0etel™* >0 quel que soit le réel x, donc par
produit f(x) > 0.

La dérivée de F étant positive, la fonction F est croissante sur [1 ; +ool.
u(t) = t-1 u' (1) 1

V() = et { v(t) = -—el!

Toutes les fonctions étant continues car dérivable sur [1 ; +oo[, on a par
intégration par parties :

F(x) = [~(t-De' |- [T ~e'~'dr = [~(t - De' |- [e! "] = [~re' ']
=—xe!™*—(1e%) =1-xe!™*.

1 1
= = —=xel™*
2 2

(les deux membres étant supérieur a zéro et par croissance de la fonction

1-x =

1
In) ln(i) =In(xe!™) <= -In2=Inx+(1-x) <

In2+lnx+1-x=0 < In(2x)+1=x.

2. On a vu que sur [1; +oo[, f(x) > 0, donc l'aire de la partie &, est égale a
I'intégrale F(a).

1
Résoudre F(a) = 3 a été fait a la question précédente et sa solution est le

nombre vérifiant In(2x) + 1 = x; or on a vu a la question 1. b. que ce nombre
est le nombre «

Polynésie
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ANNEXE

Cette page sera complétée et remise avecla copie a la fin de I'épreuve

EXERCICE 4
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