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2 1 DEFINITION

) Delivition

I Fonetion Numérigue

Defivition | : Une fonction numérique f d’une variable réelle x est une
relation qui & un nombre réel x associe un unique nombre réel y noté f(x).
On écrit alors :
f:RouDf — R
x — f(x)

Attention : Il faut faire la différence entre la fonction f qui représente une
relation et f(x) qui représente I'image de x par f qui est un nombre réel.

Exemples :

o f(x) =3x—7 f estune fonction affine

> f(x) =5x>—2x+1 f estune fonction du second degré

2
o f(x) = 29;_'__ 3 f est une fonction homographique

1.2 Evsemble de définition

Defivition 2 : L'ensemble définition d'une fonction f est I’ensemble des

valeurs de la variable x pour lesquelles la fonction est définie

Exemples :

1) Soit la fonction f définie par f(x) = /4 — x a pour ensemble de définition :
D f :] — 00, 4]
(on doit avoir 4 — x > 0)

3
2) Soit la fonction ¢ définie par g(x) = 25, g apour ensemble de défini-
tion: Dy = R — {—1;6}
(on doit avoir x*> — 5x — 6 # 0, x = —1 racine évidente)

1.2 Comparaison de fonctions

Definition 2 : On dit que deux fonction f et ¢ sont égales si et seulement

si:
> Elles ont méme ensemble de définition : D = D,
= Pour tout x € Dy, f(x) = g(x)

EXQMPI e :
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1.3 COMPARAISON DE FONCTIONS 3

Les fonction f et g définies respectivement par :

flo) =g et g = Yo

Sont-elles égales ?

i

i

Déterminons leur ensemble de définition :

+3
Pour ¢, on doit avoir: x —1 > 0 et x + 3 > 0, ce qui donne Dy = [1; 00|

Pour f, on doit avoir : i > 0, ce qui donne D¢ =] — 00; =3[U[1; +o0[

Onadonc: Df # Ds. Les fonction ne sont donc pas égales.

On remarquera cependant que sur [1; +oo[, ona f(x) = g(x)

Defivition 4 : Soit I un intervalle et soient f et ¢ deux fonctions définies

au moins sur . On dit que :

> f est inférieure a g sur I lorsque : f(x) < g(x) pour tout x € I. On note :
f < gsurl.

o f est positive sur I lorsque : f(x) > 0 pour tout x € I. Onnote : f > 0 sur
I

> f est majorée sur [ lorsqu’il existe un réel M tel que: f(x) < M pour tout
x €L

> f est minorée sur I lorsqu’il existe un réel m tel que : m < f(x) pour tout
x €I

> f estbornée sur I lorsqu’il existe des réels M et m telsque : m < f(x) < M
pour tout x € I. (f est majorée et minorée)

Remargue : La relation d’ordre pour les fonctions n’est pas totale car deux
fonctions ne sont pas toujours comparables.

On considere les fonctions f et g définies sur R par: f(x) = x et g(x) = x2.

On a par exemple :
1 > 1 ’ = f 1 > 1
27 \2 2) 7¥\2

2<22 & f(2)<g(2)

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = x(1 — x). Démontrer
que f est majorée sur R.

On met la fonction sous la forme canonique :

- rene - [ -

La parabole représentant f est tournée vers le bas et son sommet a pour or-

donnée e La fonction f est donc majorée sur R.

Exemple : Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = 4sinx — 3 est
bornée.
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4 2 PARITE D’UNE FONCTION

On a pour tout x € R :

—1 <sinx <1

—4 <4sinx < 4

—7 <4sinx —3<1
-7 <g(x) <1

g est donc bornée sur R.

1 Interprétations graphiques

M P

I~ 0 ]
T 1

m m

-

fmajorée fminorée f bornée

Propriete | : Si f une fonction monotone sur un intervalle I = [a; b] alors

f est bornée.

Demonstration : Supposons que f est croissante sur [4;b] (le cas f décrois-
sante se traite de fagon analogue).

Soit x € [4;b], on a alors : a < x < b, comme f est croissante, elle conserve
la relation d’ordre, d’ot : f(a) < f(x) < f(b). On peut prendre m = f(a) et
M = f(b), f est donc bornée.

2 Parite d'uve fonetion

2.) Fonetion Paire

Defivition S : On dit qu’un fonction f est paire si et seulement si 'on a :

= Son ensemble de définition Dy est symétrique par rapport a l'origine.
= Vx € Dy, f(—x) = f(x)

Exemples :
Les fonctions suivantes sont paire sur leur ensemble de définition :
flx)=x% f(x)=cosx, f(x)

Remargue : Ces fonction paires doivent leur nom au fait que les fonctions po-
lynomes qui ne contiennent que des puissances paires sont telle que :

f(=x) = f(x)
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2.2 FONCTION IMPAIRE 5

Propriete 2 : La représentation d’une fonction paire est symétrique par

rapport a 'axe des ordonnées.

On a donc le graphe suivant pour une fonction paire :

T

-

2.2 Fonction impaire

Defivition & : On dit qu'un fonction f est impaire si et seulement si I'on
a:

= Son ensemble de définition Dy est symétrique par rapport a l'origine.
© VreDy f(-x)=—f(x)

Exemples :
Les fonctions suivantes sont impaire sur leur ensemble de définition :

f(x) =%, f(x)=sinx, tanx, f(x)= %, fx) = 4x% — 3x

Remargue : Ces fonction impaires doivent leur nom au fait que les fonc-
tions polynomes qui ne contiennent que des puissances impaires sont telle que

f(=x) = =f(x)

Propriete 3 : Lareprésentation d'une fonction impaire est symétrique par

rapport a l'origine.

On a donc le graphe suivant pour une fonction impaire :
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6 3 AUTRES SYMETRIE

W

2 Autres s_tjmé.t\rie.

2l Sjmétrie par rapport A un axe vertical

Soit la fonction f tel que f(x) = x?> — 2x — 1 dont la courbe est représentée
ci-dessous :

<+

Manifestement la courbe semble symétrique par rapport a 1’axe verticale
x = 1. Pour montrer cela, prenons un nouveau repeére centré en A(1;0) en gar-
dant le méme systéme d’unité. Un point M de la courbe a pour coordonnée dans
le repére d’origine (x;y = f(x)) et dans le nouveau repere (X;Y = ¢(X)). Pour
montrer la symétrie, il suffit de montrer que la nouvelle fonction g est paire.
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3.2 SYMETRIE PAR RAPPORT A UN POINT 7

—

Théoréeme | : Soit A(a;0) dans le repere (O,7,7)

Si un point M a pour coordonnées (x;y) dans un repeére (O,7,7) et (X; Y) dans
un repere (A,7,7), alors, on a les relations

X=x—a
Y=y

Revenons a notre exemple, on a alors :

X=x-1 - x=X+1
Y = f(x) g(X)=(X+1)2-2(X+1)-1
{x:X+1 {x:X+1

g(X)=X*+2X+1-2X-2-1 g(X)=x2-2

Comme la fonction carrée est paire, la fonction g est paire et donc la courbe de
f est symétrique par rapport a la droite y = 1.

3.2 Symétrie par rapport A& ud point

2x —1

Soit la fonction f tel que f(x) = 1

dessous :

dont la courbe est représentée ci-
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8 3 AUTRES SYMETRIE

Manifestement la courbe semble symétrique par rapport au point I(—1;2).
Pour montrer cela, prenons un nouveau repere centré en I(—1;2) en gardant le
méme systéeme d’unité. Un point M de la courbe a pour coordonnée dans le repere
d’origine (x;y = f(x)) et dans le nouveau repere (X;Y = ¢(X)). Pour montrer la
symétrie, il suffit de montrer que la nouvelle fonction g est impaire.

—

Théoréme 2 : Soit I(a;b) dans le repere (O,7,7)

Si un point M a pour coordonnées (x;y) dans un repeére (O,7,7) et (X;Y) dans
un repere (I,7,7), alors, on a les relations

X=x—a
Y=y—-0b

Revenons a notre exemple, on a alors :

{X:Hl & x:X_zl(x -1 & x:X_zlx 3
Y = f(x) -2 _2X=h-1 _2X-3
fx) §(X) = =777 g(X) ==5—-2
x=X-—1 x=X-—-1

2X-3-2X © -3
g(x)= 2272 §(X) =3

Comme la fonction inverse est impaire, la fonction g est impaire et donc la
courbe de f est symétrique par rapport au point I.

3.3 Tes représevtations dédvites par symétrie

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x> — 3x2 + 1 représentée ci-dessous.

£

1) Déduire les courbes des fonctions g, 2
h, k définies sur R par :

a) g(x) = —f(x)
b) h(x) = |f(x) | I\ ;
&) k(x) = f(—x)
2) On définie sur R la fonction F par :
F(x) = f(lx]). 2

a) Démontrer que la fonction F est
paire

b) En déduire la représentation de F “

0= 0= 0= 0= IS S IS JRUS) GLS) S JOS ) JOS) JOS JS) SIS JS JUSE 0= 0SS
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3.3 DES REPRESENTATIONS DEDUITES PAR SYMETRIE

1) a)

b)

Soient M et M’ les points de Cy et C,
d’abscisses x. On a donc :

M(x; f(x)) et M'(x;—f(x))

Soit I le milieu de [MM']. Les coor-
données de I sont : I(x;0). Le point
I est donc sur l"axe des abscisses.

Donc, pour tout point M de Cf
d’abscisse x, le point M’ de C; d’abs-
cisse x est tel que : M’ = S, (M).

La courbe C; est donc bien I'image

de Cy par la symétrie par rapport a
(Ox)

La fonction & est tel que h(x) = f(x)
lorsque f(x) > O et h(x) = —f(x)
lorsque f(x) < 0. On déduit alors
la courbe Cj, en ne changeant rien
lorsque f(x) > 0 et en faisant une
symétrie par rapport a l'axe (Ox)
lorsque f(x) < 0.

Soit M le point de C; d’abscisse x.
On a donc: M(x; f(x)).

Soit M’ le point de Cj abscisse —x.
Ainsi: M'(—x; f(x))

Soit I le milieu de [MM’]. Les co-
ordonnées de I sont : I(0; f(x)). Le
point I est donc sur 1’axe des ordon-
nées.

Donc, pour tout point M de Cy abs-
cisse x, le point M’ de Cy d’abscisse
—x est tel que : M’ = §p,)(M).

La courbe Ci est donc bien 'image
de Cy par la symétrie par rapport a

(Oy).

On a pour tout x réel : F(—x) = f(| —x|) = f(|x]) = F(x)

La fonction F est donc paire.
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10 5 RESOLUTION GRAPHIQUE

b) On déduit la courbe Cr de la courbe
Cs en ne changeant rien si x > 0 et
en faisant une symétrie par rapport
al’axe (Oy)six <0 ;

4 Vavriation d'uve fonetion

Deéfivition T : Soit I un intervalle (ouvert ou fermé, borné ou non)

Soit f une fonction définie au moins sur I. On dit que :

> f est croissante sur I si, et seulement si :
pour tous u etvde I : v>u= f(v)> f(u)

> f est décroissante sur [ si, et seulement si :
pourtousuetvdel: v>u= f(v)< f(u)

> f est monotone sur I si, et seulement si :
f est croissante sur I ou décroissante sur I.

Remargue : On dit qu'une fonction craoissante conserve la relation d’ordre
et qu'une fonction décroissante inverse la relation d’ordre.

Nous verrons au chapitre suivant que la fonction dérivée est I'instrument qui
permet de déterminer les variations d"une fonction.

S Resolution graphigue

Soit la fonction f définie sur [—1,8;2,9] par : f(x) = 3x* —4x3 — 12x> + 15
dont la représentation se trouve a la page suivante :

1) Déterminer le tableau de variation de la fonction f
2) Résoudre les équations suivantes :
a) f(x) = 0 b) f(x) = 13

3) D’une fagon générale donner le nombre et le signe des solutions de 1"équation
f(x) = m ott m est un réel quelconque.

4) Résoudre les inéquations suivantes :
a) f(x) <0 b) f(x) > 13
5) Résoudre I'équation f(x) = 3x
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11

30

25|

20

_
a

m=15
fix)=13

- =10

S

[3,]
L

opbF----+-==-=

W

13.5 4

—
—_

L5 |-2

tm=-17

== 0= 0SS JUS JS US JS SIS S S JS g S SuS S S22 0=

1) On obtient le tableau de variation suivant :

x |.s 5| 0 2 2,9

) 15 29
fix) \ / \ /
10 =1

2) a) f(x) = 0: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec ’axe des abscisses, on obtient donc :

x~1,1 Xy ~2,6

b) f(x) = 13: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec la droite y = 13, on obtient donc :

x1~—1,3 xy ~ —0,4 x3~0,4 x4 >~ 2,75
3) f(x) = m: on cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe avec
la droite y = m, on obtient donc suivant les valeurs de m :
> Sim < —17 :I'équation n’a pas de solution
> Sim = —17:1’équation admet une solution (positive)

> Si —17 < m < 10 : I'équation admet deux solutions (2 positives)
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12 6 COMPOSEE DE DEUX FONCTION

> Sim = 10 : I"équation admet 3 solutions (1 négative et 2 positives)

> Si10 < m < 15:1équation admet 4 solutions (2 négatives et 2 positives)
> Sim = 15 :I"équation admet 3 solutions (1 négative, 1 nulle et 1 positive)
> Sim > 15 :I"équation admet 2 solutions (1 négative et 1 positive)

4) a) f(x) < 0:On cherche les abscisses des points de la courbe qui sont sur ou
en dessous de la droite des abscisses, on a donc :

S=1[1,1;2,6]
b) f(x) > 13 : On cherche les abscisses des points de la courbe qui sont au
dessus de la droite d’équation y = 13, on a donc :
S=1[-1,8-1,3[U] —0,4;0,4[U]2,75;2,9]
5) f(x) = 3x : On cherche les abscisses des points d’intersection de la courbe
avec la droite d’équation y = 3x. On trace donc sur le graphique cette droite

puis on lit les solutions :
x1 ~0,9 Xy~ 2,7

6 Composée de deux fonction

bl Deéfivition

Lorsqu’on applique deux fonctions successivement, on parle de composition
de fonctions ou de composée de deux fonctions. On peut alors faire le schéma
suivant :

x Ly = fx) —S— 2 = g(y) = g [f()] =g o f(x)

Soit Dy et Dy les ensembles de définition des fonctions f et g.

f (Dy) : représente I'image de I'ensemble de définition de f par la fonction f.
Pour pouvoir appliquer ensuite la fonction g, il est nécessaire que cet ensemble
soit inclut dans Dy : f (Ds) C Dy

Vx € Dy ondoitavoir f(x) € Dg

Exemple : :Soit les deux fonctions f et ¢ définies par :
f(x) =3x+4 onadonc: Df =R

1
g(x) = pa] onadonc: Dy =R — {1}

Comme la fonction f est une bijection de R sur IR, f (D) n’est pas inclus dans
D,. 1l faut donc réduire Dy.

On doit enlever la valeur de x tel que : f(x) = —1

3Ix+4=-1 <« x:—g

On a alors I'ensemble de définition de la composée : Dgor = R — { - Z}
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6.2 APPLICATION 13

Deéfivition 8 : Soit 2 fonctions f et g avec f (Df) C Ds.

On appelle fonction composée de f par g, la fonction notée : g o f telle que :

gof(x) =glf(x)]

La composée de deux fonctions n’est pas commutative.

Exemple : Soit les fonctions f et g définies par
f(x)=x—-2 et g(x)=4x+3

Les deux fonctions étant définies sur IR, les fonctions g o f et f o ¢ sont définies
sur R.Ona:

gof(x)=g(x—2)=4(x—2)+3=4x-5
fog(x)=f(4x+3)=(4x+3)—2=4x+1

6.2 Application

1) Soit les deux fonctions suivantes f et ¢ définies par :

Fl) =y et g(x) =3x

Calculer g o f(x) et f o ¢(x) apres avoir précisé les ensembles de définition.

0= 0= 0= QIS HI0S) JS = JN0= S IS JLS VS =21 0=gi0= 0= 0= Q0= 0= 0= 4

On détermine Df = R — {—1} et D¢ = R

Comme la fonction g est définie sur R, D¢or = Dy,ona alors :

gOf(x)zg( ! ) >

x+1) x+1
Pour f o g, on doit enlever la valeur : g(x) = —1, soit 3x = —1 et donc
1
X = —5
Do =R—4 11 et Foglx) = f(3x) = —
fog = 3 S =T =

11 est nécessaire de déterminer I’ensemble de définition avant de calculer la
composée de deux fonctions comme nous allons le voir sur cet exemple.

2) f et g sont les fonctions définies par :

_x+3
Cox+1

X
x+2

f(x) et g(x) =

Onposeh =gof.

a) Trouver I’ensemble de définition de & et calculer explicitement /().
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14 6 COMPOSEE DE DEUX FONCTION

x+3
3x+5
Les fonction h et k sont-elles égales ?

b) La fonction k est définie par k(x) =

0= 0= 0= QSIS JUS IS JUS SIS USR0S 0= 0= 0= 0= QIS SIS QLS JUS) S 0=4

a) OnaDf=R—{-1} et Dg =R~ {-2}.

On doit donc enlever la valeur telle que f(x) = —2, ce qui donne :
x+3 _ 5
x+1
X+3=-2x-2
3x = -5
y— 2
-3

Onadonc Dy, =R — {—g;—l}

x+3
(X3 x+1
h(x)—g(x+1> B x+3
x+1

on multiplie numérateur et dénominateur par x 41

B x+3 _ x+3
 x+342x+2 3x+5

b) Dy = R — _5} Les fonctions ne sont pas égales car elles n’ont pas le

méme ensemble de définition

Il peut étre intéressant de décomposer une fonction en fonctions élémen-
taires pour connaitre ses variations
3) Exprimer les fonctions suivantes a I’aide de fonctions élémentaires.

fi(x) = 3x1_1 fo(x) =Vx+3 f3(x) =3y/x+ 4

0= 0= 0= JIOSHI0S) SS) SIS =21 =21 0= 0= J80=) 0= S QS SIS S SS9 = 20=2

Pour la fonction f1, on pose f{ = ho g, ona alors:

g(x)=3x—1 et h(x)= %

Pour la fonction f,, on pose f, = ho g, onaalors:
g(x)=x+3 et h(x)=+x
Pour la fonction f3, on pose f3 = ho g, on a alors :

g(x) =+x et h(x)=3x+4
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6.3 VARIATION D’UNE FONCTION COMPOSEE 15

6.2 Variation d'uve fonetion composée

Théoréme 2 : Soit une fonction f définie sur un intervalle I et une fonction
g définie sur f(I).

> Si f et ¢ ont méme variation respectivement sur I et f(I) alors la fonction
g o f est croissante sur I.

> Si f et ¢ ont des variations opposés respectivement sur I et f(I) alors la
fonction g o f est décroissante sur I.

Deémeonstration : Nous ferons la démonstration pour une fonction f crois-
sante sur [ et une fonction ¢ décroissante sur f(I).

On sait que f est décroissante sur I, donc dans I :
si u<wv alors f(u)< f(v)
On sait que g est décroissante sur f(I), donc dans f(I) :
si f(u) < f(o) alors glf(u)] > glf(o)
On a donc dans I :
si u<v alors gof(u)>gof(v)

La fonction g o f est décroissante sur I

Exemple : Soit la fonction 1 définie sur | — co; 1] par h(x) = V1 — x
1) Décomposer i en deux fonctions élémentaires.

2) Déterminer les variations de h.

0= 0= Q0= 0= I0S) QLS S ST HS S J0=) 3105 J=) 0SS 0SS J0=) 0=

1) La fonction / se décompose en g o f, on a alors :
f)=1-x et g(x) =%

2) On sait que la fonction :
> f est décroissante sur | — oo; 1] et f(] — o0;1]) = [0; +o00]

o g est croissante sur [0; +oo[

d’apres le théoreme des fonctions composées,  est décroissante sur | — oo; 1]
On a alors le tableau de variation suivant :

X - 00 -1

+ 00

h(x)
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16 6 COMPOSEE DE DEUX FONCTION

b4 Variations de fonetiovs

ExaMPle )

Le tableau de variation suivant est celui d’une fonction f définie sur [—3; 3]

X 3 0 3

Jix)

On définit les fonctions g et /1 par :

g(x) = —2x+1 et h(x)=+x

Déterminer les variations puis dresser le tableau de variations des fonctions
suivantes :

a)gof b)hof

0= 0= 0= Q0= 0= QLU= S J1U="J1 =i 0=> 0= J00=) J0= 0= QLU= JIU= QU= J=) 3=

a) Sur [—3;0], d’apres le tableau de variation, f est décroissante et sur [1;7] la

fonction g est décroissante (coefficient directeur négatif), donc d’apres le théo-

réme sur les fonctions composées, g o f est croissante sur [—3; 0]

Sur [0; 3], d’apres le tableau de variation, f est croissante et sur [1; 5] la fonction
g est décroissante (coefficient directeur négatif), donc d’apres le théoreme sur
les fonctions composées, g o f est décroissante sur [0; 3]

On obtient donc le tableau de variation suivant :

X 3 0 3

5\

gof(x)

-13 -9

Remarque :
gof(=3)=g(7)=—13, gof(0)=g(1)=—1et gof(3)=g(5)=-9

b) Sur [—3;0], d’apres le tableau de variation, f est décroissante et sur [1;7] la
fonction h est croissante (fonction racine), donc d’apres le théoreme sur les
fonctions composées, h o f est décroissante sur [—3; 0]

Sur [0; 3], d’apres le tableau de variation, f est croissante et sur [1; 5] la fonction
h est croissante (fonction racine), donc d’apres le théoréme sur les fonctions
composées, I o f est croissante sur [0; 3]

On obtient donc le tableau de variation suivant :
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hof(x)

Remargue :

hof(=3)=h(7)=+7, hof(0)=h(1)=1 et ho f(3) =h(5) =+/5

Exer:le. 2:
h est une fonction dont le tableau de variations est donné ci-dessous :

h(x) \ 0

f et g sont les fonctions définies par :
flx) =vx g(x) = x?
Onnoteu = fohetv=goh

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant votre ré-
ponse.

a) u est définie sur [0;9]

b) u est décroissante sur [0; 5]

¢) u(x) appartient a I'intervalle [0; /5]
d) v est définie sur [0;9]

e) v est décroissante sur [0, 9]

0= 0= 0= Q0= I0S) QLS S SIS LS S S0= 1105 JS) 0SS S0= 0= SIS JL0=) 0=

a) u(x) = /h(x), donc u est définie quand h(x) > 0.
Ceci est vérifié pour 0 < x < 5.
L'ensemble de définition de u est donc [0;5]. La proposition est donc fausse !

b) Sur [0;5] la fonction / est décroissante et sur [0;9] la fonction f est croissante
(fonction racine), donc d’apres le théoréme sur les composées de fonctions, la
fonction u est décroissante sur [0; 5].

La proposition est donc vraie !
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c) Comme la fonction u est décroissante sur [0;5], alors on a :

foh(5) <u(x) < foh(0)
Orona: foh(5) = f(0)=0et foh(0)=f(9) =3

On a donc 0 < u(x) < 3. La proposition est donc fausse !

d) v(x) = (h(x))* donc la fonction v est définie sur 'ensemble de définition de &
soit [0;9]

La proposition est donc vraie!

e) Sur [0;5] la fonction / est décroissante et sur [0;9] la fonction g est croissante
(fonction carrée), donc d’apres le théoréme sur les composées de fonctions, la
fonction v est décroissante sur [0; 5].

Sur [5;9] la fonction h est décroissante et sur [—1;0] la fonction f est décrois-
sante (fonction carrée), donc d’apres le théoreme sur les composées de fonc-
tions, la fonction v est croissante sur [—1;0].

La fonction v n’est pas monotone sur [0; 9] donc la proposition est fausse !

x 0 5 9

81

v(x)
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