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1 RAPPELS SUR LES VECTEURS

1 Rappels sur les vecteurs

1.1 Définition

o) — H P
Delivition | : Un vecteur i ou AB est défini par:

e une direction (la droite (AB)).
e un sens (de A vers B) ~o_ ﬁ
e Une longueur : ||if|| ou AB o

norme du vecteur

, e
Egalité de deux vecteurs: AB = CD <« ABDC parallélogramme.

1.2 Opérations sur les vecteurs

1.2.1 Somme de deux vecteurs

La somme de d% vecteurs e&):leﬁme par la relation de Chasles :
AC = AB +BC

Inégalité triangulaire : ||if + 7|| < ||if]| + ||7]|

Construction de la somme de deux vecteurs de méme /\\\
. . N
origine. o OA +OB  \ ¢
2 . ~
On trace un parallélogramme, afin de reporter le _-=7
deuxiéme vecteur permettant d’appliquer la relation de -7

Chasles. B

Pv-cﬁv-iété | : Somme de deux vecteurs :
e Commutativité: i + 7 =07+ il

e Associativité: (i+9)+w =i+ (0+0)=d+T+ w0
e Elément neutre 0 4+ 6

e Opposé — —AB = BA

1.2.2 Multiplication d"un vecteur par un scalaire

3—
EAB

Lorsqu’on multiplie un vecteur par un réel k, appelé
scalaire, le vecteur ainsi formé kii est tel que :

e Salongueur est multiplié par |k|

e Si k > 0 son sens est inchangé

e Si k < 0 son sens est inversé.
eSik=0ona:0ii=0
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1.3 COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

Proprietée 2 : Bilinéarité. La multiplication par un scalaire est distributive par
rapport a I’addition de deux vecteurs ou la somme de deux réels.

o k(i +7) = kil + kv o (k+K)i=kii+ku

1.3 Colinéarité de deux vecteurs

Deéfivition 2 : On dit que deux vecteurs i et 7 sont colinéaires, si et seulement

si, il existe un réel k tel que : ¥ = kil

RQMAV‘%UQ : Le vecteur nul 0 est colinéaire a tout vecteurcar: 0 =01

Propriete 2 : La colinéarité permet de montrer le parallélisme et I'alignement.
s
AB et CD colinéaires < (AB) // (CD)

— —
AB et AC colinéaires < A, B, Calignés

ExeMPle : Soit ABC un triangle, E, I et F tels que :
— 1= = 2= - 11—
AE =-BC , CI ==-CB et AF =-AC.
3 3 3
Démontrer que I, E et F sont alignés.

— s
Exprimons EI et EF en fonction de AB .

— 22— — 11—
e CI = §CB donc Bl = gBC.

— =
On en déduit que AE = BI dorg que iI;ZIB estun
parallélogramme. On a alors: EI = AB

— 2= — 1=
e CI = §CB donc Bl = EBC.

On en dedu1t  que AE = BI donc que AEIB est un parallélogramme. On a
alors : EI = AB

— = -
e Deplus: EF = EA +AF =

. — 1— — — ..
On en déduit alors : EF = —EI . Les vecteurs EF et EF sont colinéaires et donc

les points E, F et I sont alignés.
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1 RAPPELS SUR LES VECTEURS

1.4 Géométrie analytique

Proprieté 4 : Mis a partles calculs de distance qui exige un repére orthonormé,

les formules suivantes sont valable dans tout repere.
. ’, H », . e
e Soient A(xa ; ya) et B(xp; yg), les coordonnées du vecteur AB vérifient :

s
AB = (xg—xaA ; YB—Ya)

Soient A(xa ; ya) et B(xp ; yB), les coordonnées du milieu I de [AB] vérifient :

[— (XB;-XA ; }/BeryA)

On appelle déterminant de deux vecteurs ii(x ; y) et 7(x" ; y’), le nombre :

/
det (i1, 7) = ; y = xy' —x'y

e Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si, leur déterminant est nul
il et U colinéaires <« det(i[,7) =0

e Dans un repeére orthonormé, la norme d’un vecteur i (x; y) et la distance entre
les points A(xa ; ya) et B(xp ; yp) vérifient :

Exemples : Dans un repeére orthonormé (O, 7, 7)
1) Soit A(1;4) et B(—5;2).
—=
Calculer les coordonnées de AB , du milieu de [AB] et la longueur AB

— 1-5 4+2
AB = (-5-1;2—4)=(-6; —2) et I:(T;%):(—Z,&)

AB=./(—6)2+ (=2)2 = /40 = 2V/10
2) Ondonne ii(2; 3) et 7(3; 4). Les vecteurs # et 7 sont-ils colinéaires?

2 3

det(ii ; ¥) = ‘3 A

‘ =8 -9 = —1 # 0. les vecteurs ne sont pas colinéaires.

Dans un repére quelconque

ABCD est un parallélogramme. M, N, Q sont tels que :

DM = %DA’, AN = ZAB/, CQ = %CD’

La parallele a (MQ) menée par N coupe BC en P.

e
Déterminer le coefficient k de colinéarité tel que BP = kAD .
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— —
Dans le repere (A; AB ,AD ) : A M D 5

Les coordonnées de M, N et Q sont : Q

N
1 3 1 P
M{o5) N (30)- o) 7 c

P est sur (BC), son abscisse est 1.

—
De plus comme k est tel que : BP = kAD , son ordonnée vaut k.
Les coordonnées de P sont : P(1;k)

e
Comme (NP) // (MQ), le déterminant de MQ et NP estnul,on a:

1 0 1 3 1 1
det(MQ ,NP) =0 « |3 | 4 _g o |3 4 g o kF_1_,
——= k-0 é k 3 5
5 5
< Ezl <:>k:§
375 5

2 Produit scalaire

2.1 Définition

Defivition 2 : On appelle produit scalaire de deux vecteurs, non nuls, i et ¥
leréel noté i -7 tel que:

—

it -7 = ||| x ||7]| x cos(i,?)

== . . , . . . —> _>
Exemple : On donne la figure suivante, déterminer le produit scalaire : AB - AC
C

AB -AC’:HAB XHAB’ 03 60°

2

:ABxACcos60°:3><2><1:3 60°
2 A

o]

Defivition 4 : Vecteurs, non nuls, ii et 7 de méme origine.

— —
Soit i = AB, 7 = AC et H le projeté orthogonal de C sur (AB). On a alors

AB -AC = AB -AH

— . — —
e AB et AH sens contraire : e AB et AH méme sens:
| S C
I |
I /
T o
H A B A H B
— — — —
AB -AC = —AB x AH AB -AC = AB x AH
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2 PRODUIT SCALAIRE

EaMM‘%)e :

. — = 7-[ —> _—% A — —
e Si (i,7) < X les vecteurs AB et AH ont méme sens alors, -7 > 0

. — = n —> _—_> . — —
e Si (if,7) > X les vecteurs AB et AH ont des sens contraires alors, i -7 < 0

<y

- T o _ o -
e Si (i, ):E’ le vecteur AH = 0 alors, /-7 =0

Exemple : Soit ABCD un rectangle tel que AB = 3. b C
Le point C se projette orthogonalement en B noté

C — B donc

AB -AC =AB -AB = AB? =9 A 3 B

2.2 Propriétés

Propriete S : Le produit scalaire est un forme bilinéaire symétrique :

i

S

e symétrie: i -7 =
e bilinéarité : pour tous réelsa et b :

i (G+®) =i-5+i-© et (ai) (b3) =abx (i-7

Remargue : Ces propriétés permettent d’effectuer des opérations sur le produit
scalaire comme le produit et la somme de quantités algébriques.
C’est une sorte de distributivité.

Exemple : En utilisant les renseignements portés A
sur la figure ci-contre, calculer les produits scalaires
suivants :
2
: > , = — 1
(AB +AH ) AB = AB*+AH -AB (B — H)
2 2 B C
= AB- + AH 1 H 2
= AB? + (AB> — BH?) th de Pythagore
— 2AB? — BH?
=2x4-1=7

<AH +Hc’) AB =AH -AB +HC -AB (A — H)

oL oo ow
= AH"+HC -HB
= (AB® — BH?) — HC x HB th de Pythagore et colinéarité
=4-1-2x1=1
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2.3 AUTRES DEFINITIONS

Propriete & : Colinéarité et orthogonalité

e ii-7=||il]| x||F|| & il et ¥ colinéaires de méme sens
e ii-7=—||i]| X ||F]|] & # et T colinéaires de sens contraires
e ii-7=0 & il et U orthogonaux

Remarque : Onécrit: 2 =i il = i

2.3 Autres définitions

2.3.1 Définition par la norme

Defivitien S : Le produit scalaire de deux vecteurs i et ¥ est égal a :

#-7 =2 (|l +3 - 1@l - |13])

Remargue : Cette définition mesure le défaut d’orthogonalité de deux vecteurs.
En effet si le triangle ABC est rectangle en A, alors BC? — AB*> — AC? = 0

Démonstration : Cette définition découle de la bilinéarité :
|G+ 3> = (@ +7)2= (@47 (A+0) =d’+0-F+7-d+7%=||i||*+2i-7+ |||

1
=2 02 12 S =2 —2 12
= [+l — |7* — |8l & @-5= (|li+3l - |7)* - 7))

<

d’ou 2i-

Exemple : ABCD parallélogramme tel que: AB=4, BC=3 et AC=6.

— — — = =,
AB -AD = <||AB +AD [|> - ||AB ||> - ||]AD || ) D C
_ 1 ’2 2 ’2
_2<AC AB2 - AD ) .
1
:E(ACZ—ABZ—ADZ) 3
1 11
=5(36-16-9) = — A - 5

2.3.2 Définition analytique

Deéfivition & : Dans un repere orthonormé (O, 7,7), le produit scalaire de deux

vecteurs i et 7 de coordonnées respectives (x;y) et (x’;y') est égal a :

i7-7=xx +yy/ notation{gatricielle (;> ) <;:> = +yyl
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2 PRODUIT SCALAIRE

Deémonstration : Définition est équivalente a la définition par la norme.

On rappelle que pour un vecteur i(x ; y) alors: ||if||> = x2 + 12

Calculons i - ¥ en revenant a la définition par la norme :
I AT ST
-9 = (17 +9)* ) - |15]°)
1
= S |G+ +Y) = (P ) - (P 4y
— _(xz +2xx/ +x/2 +y2 +2yy/ +y/2 _ x2 _yz _ x/2 _yl2)

— N -

= —(2xx’ +2yy’) = xx' +yy/

N

-— . . Ve . . . H _—%
bxemple : On donne la figure suivante, déterminer le produit scalaire : AB - AC

— = (3-2\ (-1-2 A A
AB - AC _<0_2)-( 1_2> 2]

0T

=1 (=3)+(=2) x (-1) = -1

v

2.4 Application a la physique
2.4.1 Résultante de deux forces

. . ~ % % .
Un point O est soumis a deux forces F; etF, qui
forme un angle de 50°.

. . — —
Les intensités des deux forces F; et F» sont res-
pectivement 300 N et 200 N.

Calculer l'intensité de la force résultante Fg

. ) — = — —
Le produit scalaire de F; etF, vaut: F; -F, = F; x F;cos50°
— = 1/ = — 1
Parlanorme: Fy -Fy =7 (le +F |P—F2 - F22> =5 <FR2 —F2- F22>

En égalisant les deux formes :

1
5 ((FR2 —F7 - F22> = F; x Fc0s50° < FZ =2F; x Fyc0s50° + F2 + F}?

Fr = \/2131 x Fp 08 50°+F2+F7 = 1/2x300%200 cos 50°+3002+2002 ~ 455,12 N

2.4.2 Travail d’une force

— —

Le travail W d'une force F est égale au produit scalaire du vecteur force F par
—

le vecteur déplacement ¢ .
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2.5 RELATION D’AL-KASHI

Une dépanneuse remorque une voiture en panne. La tension du cable est constante
et les deux véhicules ont une accélération constante. En supposant que le cable
fait un angle de 30°avec le plan de la route et que la tension est de 1600 N, quel
est le travail effectué par la dépanneuse sur la voiture si elle la remorque sur une
distance de 500 m sur cette route en pente.

V3

— — . 5
W =Fr - ¢ =Fr x £cos30 :1600><500><7:400\/§><10 ] ~ 692,82 k]

2.5 Relation d’Al-Kashi

Cette relation a pour but de déterminer une relation entre les trois longueurs d’un
triangle, il s’agit de la généralisation du théoréme de Pythagore.

Théoréme | : Soit un triangle ABC.On a:

BC2 = AB? + AC2 — 2AB x ACcos A

Aveca, b et c les longueurs des cotés opposés res- b
pectivementa A, BetC.Ona:

B
a2 = b? + 2 — 2bccos A p .
Deémonstration : On part de la relation :
— —  — —
BC 2= (BA +AC)? = (AC —AB)?
= AC 2 —2AC -AB +AB 2
= AC? 4+ AB? — 2AC x ABcos A
Remargue : Si A= g on retrouve le théoréme de Pythagore a2 = b? + ¢2
Exemple : Déterminer la longueur BCetles 5 8 A
angles B et C du triangle ci-dessous. 60
D’apres la figure: b=3, c =8 et A = 60" 3
C
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2 PRODUIT SCALAIRE

e D’apres la relation d”Al-Kashi, nous avons :
~ 1
a? =b?4c?—2bccos A =32 +8% —2x3x8x 5 =9+64—24=49 & a=7
e Pour déterminer l’angle B, on effectue une permutation circulaire de la for-
mule d’Al-Kashi, c’est a dire :
a—b , b—c , c—a , A—B

On obtient donc: b2 = 2 +a? —2accosB < 2accosB = a2 + c2 — b2

~ a4 —br 49+64—9 104 13
cosB = = =

2ac T 2x7x8 112 14

On obtient donc : B = arccos (g) ~21,7°

e Enfin, par complément a 180° : C ~ 180 — 60 — 21,79 ~ 98,21°

2.6 Ensemble de points

Théoreme 2 : Soient deux points A et B et leur milieu I, pour tout point M on

a la relation :
’ ’ 2 1.
MA -MB = MI _ZAB

Deémonstration : On introduit le point I dans le produit scalaire :

— = = — = , = = = — —
MA -MB =(MI +1IA )-MI +1B)=MI*+MI -IB +1IA -MI +1IA -IB

2 g = 2 2 1 2
M2+ MI(IA +1B)— IAZ =MP— - AB
T e adiN 4 vl
0 B =—IA 1A=L AB

Exemple : Déterminer I'ensemble (E) des points M
— —
telque: MA -MB =7 et AB=6.
3 / > 1,
MA -MB =7 & MI _Z_LAB =7 &

M12:7—}LA82:7—|—9:16:42

L’ensemble (E) est le cercle de centre I et de rayon 4.

Pv-ctwé.té. T : Un cercle de diametre [AB] est caractérisé par: MA -MB =0

Deémonstration : En effet un point M du cercle de diametre [AB] de milieu I

1.\ 1 — —
est tel que : MI? = <§AB) = ZABZ donc MA -MB =0.
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3 Géométrie repérée

3.1 Equation cartésienne et équation réduite

Defivition T : Une droite est définie par un point A et un vecteur directeur i

o
Remargue : La droite (AB) est définie par le point A et le vecteur directeur AB .

Théeoreme 2 : Equation cartésienne d’une droite

Toute droite d du plan est déterminée par une équation de la forme :

d :ax+by+c=0, avecaetbnon tousnuls.

Un vecteur directeur de la droite d est alors #(—b; a)

Exemple : Soit la droite d définie par les point A(2; 3) et i#(—2; 1).
Déterminer une équation cartésienne de la droite d.

—
Soit M(x ; y) € d, les vecteurs AM et ii sont colinéaires donc :
x—2 =2
y—3 1
x+2y—2-6=0 & x+2y—8=0

—
det(AM , i) =0 < =0 & (x—2)+2(y—3)=0

/\ Une équation cartésienne n’est pas unique. On peut multiplier les coefficients
de I’équation par un facteur k non nul. Par exemple, la droite d est définie par :

d:x+2y—8=0 “S° d:-2x—4y+16=0

Théoreme 4 : Equation réduite d’une droite
Toute droite 4, non verticale, admet une équation de la forme :

d:y=mx+p ouii(l;m)estvecteur directeur de d

1
Exemple : d : x+2y —8 =0 admet comme équation réduite y = 5% +4

3.2 Vecteur normal a une droite

Delivition 8 : Un vecteur normal 7 a une droite d est un vecteur orthogonal

a tout vecteur directeur i de la droited. Onaalors: 7#-ii =0
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3 GEOMETRIE REPEREE

R&MM‘%)& : Siun vecteur 7 est normal
a un vecteur directeur d’une droite d, il
est normal a tout vecteur directeur de d

Théoreme S : Dans un repere orthonormé :
eSi d:ax+by+c=0, alors 7i(a; b) vecteur normal a d.

e Réciproquement si un vecteur 7i(a ; b), non nul, est un vecteur normal a une
droite d, alors ax 4 by +c = 0 est une équation cartésienne de d.

Remargue : Le repere orthonormé est essentiel pour I'orthogonalité.

Deémonstration : Soit d : ax+by+c =0 de vecteur directeur #(—b; a)

ﬁ-ﬁ:(a)-(_b):—ab+ab:0 = Al
b a

Exemple : On donne la droite d : 3x —y +5 = 0.

1) Déterminer une équation de la droite A passant par A(1 ; 2) perpendiculaire
a d. On proposera deux solutions.

e Si A est perpendiculaire a d, un vecteur normal 7(3 ; —1) a d est un vecteur
directeur de la droite A. Onaalors: A : —x -3y +c=0

A € A, ses coordonnées vérifient 'équationde A: —1—-6+c=0 & c=7

Une équation cartésiennede Aest: —x—3y+7=0 Xgl) x+3y—7=0

e Soit M(x; y) € A et ii(1; 3) un vecteur directeur de d. On a alors :

7 - x—1 1

AM i =0 & y-2)\3 < x—143y—6=0 & x+3y—7=0

2) En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur la droite d.
En déduire la distance de A a la droite d.

Si H est le projeté orthogonal de A sur d alors, H est 'intersection des droites
detA.

3x —y=-5 (x3
Les coordonnées des H vérifient le systéme : { Y (x3)

x+3y=7
9x — 3y = —15 de la 1 équation
3y= 7
10i103:—8 y:3x+5:_15_2+5:15_3
x = _g doncH(—g; 15—3)
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3.3 EQUATION D’UN CERCLE

La distance de A a la droite d est alors :

e (5

3.3 Equation d’un cercle

Théoreme 6 : Dans un repére orthonormé :

L'équation cartésienne d’un cercle, € de centre ()(a ; b) et de rayon r est de la

f :
orme (x—a)2+ (y— b)? = 12

Deémonstration : Soit M(x; y) € € de centre Q) et de rayon r donc :
OM? =1 & (x—a)*+ (y—b)* =71
Exam,ule : Montrer que ’ensemble des points M(x; y) tels que :
X2y —2x—2y—2=0

est un cercle. Préciser le rayon et les coordonnées du centre.

On regroupe les "x" etles "y": x% —2x +y?> — 2y =2
Débuts de carrés parfaits: (x —1)> -1+ (y—1)2-1=2
On obtient alors: (x — 1)+ (y —1)? = 4 = 22

L'ensemble des points M est un cercle de centre ()(1;1) et de rayon 2.
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