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2 LES ENTIERS NATURELS : N

1 Introduction

Les nombres sont au cceur des mathématiques. Leur utilisation, sans appréhen-
sion, est essentiel. Pour les manier, il est nécessaire de bien connaitre les regles
qui les régissent. Ce chapitre a pour but de dresser un panorama des différents
ensembles de nombres et de revoir leurs propriétés.

2 Les entiers naturels : N

2.1 Définition

Delivitieow | : Lensemble des entiers naturels IN, est ’ensemble des
entiers positifsounuls: N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}

Dans cet ensemble, on utilise quatre opérations, 1’addition et la multiplication,
d’une part, qui sont toujours possibles et la soustraction et la division, d’autre
part, qui ne sont possibles que dans certaines conditions.

L’arithmétique est la discipline mathématique qui travaille dans cet ensemble.

Utiliser les entiers est 1’occasion de s’exercer au calcul mental. La calcul joue un
role important et il est essentiel de réapprendre a calculer mentalement pour pou-
voir suivre un cours de mathématiques. Le calcul mental est une question d’en-
trainement comme les gammes d’un pianiste. C’est un automatisme qui permet
de se débarrasser de la part du calcul pour se concentrer sur le raisonnement. Au
lieu de prendre une calculatrice pour des calculs simples, faites les mentalement.
Petit a petit le mécanisme va revenir. Un quart d’heure de calcul mental par jour
et vos tables de multiplication seront a nouveau bien en mémoire.

2.2 Regles de divisibilité

Regle | : Par une terminaison : 2, 5, 10, 25, 4

e un entier est divisible par 2 sil se termine par 0, 2, 4, 6, 8

e un entier est divisible par 5 s’il se termine par 0 ou 5

e un entier est divisible par 10 s’il se termine par 0

e un entier est divisible par 25 s’il se termine par 00, 25, 50, 75

e un entier est divisible par 4 si le nombre formé par les 2 derniers chiffres
est divisible par 4 : 1932 est divisible par 4 et 1 714 ne l'est pas.

PAUL MILAN 2 SECONDE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

2.3 DECOMPOSITION EN NOMBRES PREMIERS

Eé31¢ 2 : Par somme ou différence de ses chiffres: 3,9, 11

e Un entier est divisible par 3 (resp. par 9) si la somme de ses chiffres est
divisible par 3 (resp. par 9).
8 232 divisible par 3 car 8 +2 + 3 + 5 = 15 divisible par 3.
4 365 divisible par 9 car 4 + 3 + 6 4+ 5 = 18 divisible par 9.

e Un entier de trois chiffres est divisible par 11 si la somme des chiffres
extrémes est égale a celui du milieu.
451 est divisible par 11 car4 +1 =5 et 451 = 11 x 41

e D’une facon générale un entier est divisible par 11 si la différence entre

la somme des chiffres de rangs pairs et la somme des chiffres de rangs
impairs est divisible par 11.

6 457 divisible par 11 car (7+4) — (5+6) = 11 — 11 = 0 divisible par 11.
4939 divisible par 11 car (9+9) — (3+4) = 18 —7 = 11 divisible par 11.

Re.MM"%Je. :

e Ces petits calculs sont a faire mentalement car il permettent ainsi d’exercer sa
mémoire et ses automatismes.

e On peut combiner deux critéres pour montrer la divisibilité :
36 054 est divisible par 18 car divisible par 2 et par 9 (3+6+0+5+4 = 18).

2.3 Décomposition en nombres premiers

Defivition 2 : Un entier est un nombre premier s’il posséde exactement
deux diviseurs 1 et lui-méme.

Remargue :
e Le premier nombre premier est 2 car 1 ne posséde qu'un seul diviseur 1.
Tous les autres nombres premiers sont impairs.

e Les 25 nombres premiers inférieurs a 100 en utilisant les regles de divisibilité :
(mémorisez les au moins jusqu’a 50)
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61, 67,71, 73,79, 83, 89, 97

Théoreme | : Tout entier n > 2 peut se décomposer de fagon unique en
produit de facteurs premiers.

Pour cette décomposition, on divise successivement 1’entier n par ses diviseurs
premiers dans un ordre croissant.
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4 LES NOMBRES RATIONNELS : Q

Exe_MPle : Quotients | Diviseurs donc 48 =24 x 3
4812 On aurait pu aller plus vite en
%21 ; considérant: 48 =8 X 6
610 or 8=23 et 6=2x3 donc
313 48=2x2x3=24x3
1
Quotients | Diviseurs Quotients | Diviseurs
490 | 2 1287 |3
245 | 5 429 | 3
49 | 7 143 | 11
717 13 |13
1 1
490 =2 x 5 x 72 1287 =32 x 11 x 13

3 Les entiers relatifs : Z

Delivition 2 : L'ensemble des entiers relatifs est Z

Z pour « zihlen » compter en allemand.

Aux entiers naturels, on associe un signe: Z= {..,-2,-1,0,1,2,...}

La soustraction peut alors étre associé a une addition. En effet lorsque 1’on sous-
trait cela revient & ajouter 'opposé : 5—3 =5+ (—3).

Donc dans Z, il n’y a que 3 opérations : addition, multiplication et division.

Deux exemples pour additionner et multiplier avec des signes :
e 3+9=6 A\ pasderegledesigne + par — égal — (donc pas de —6)
e —9-3=-12 A pasderegledesigne —par — égal + (donc pas de +12)

e Lorsque I'on multiplie la regle des signes s'impose : (—9) x (—3) =27

4 Les nombres rationnels: Q

e N

Deéfivition 4 : L'ensemble des nombres rationnels Q est 'ensemble des
nombres g, qui peuvent s’écrire sous la forme d’une fraction, c’est a dire :

a .
g = — ouaetbsontdeux entiers avec b # 0

b

a est le numérateur et b le dénominateur.

Remargue : Le choix de la lettre, Q comme quotient

e Tout entier est un rationnel : prendre b = 1.
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4.1 L’ADDITION

. a , . . .. .
e Un nombre rationnel g = — s’écrit sous la forme dune fraction irréductible
avec a et b premiers entre eux (pas de diviseurs communs)

e Le signe d'une fraction peut se mettre soit devant la fraction soit au numéra-
teur mais pas au dénominateur (b € N* et a € Z).

Exemples :

° ;—i non irréductible, 18 diviseur commun d’otl ;—i 18 %L irréductible
2 s’écrit 2 ou —2

. [E— —_— —_—
-3 3 3

Passons en revue les différentes opérations avec les rationnels : addition, multi-
plication et division.

4.1 L’addition

E’eglc 2 : Pour additionner deux fractions, il est nécessaire de mettre les
deux fractions au méme dénominateur : le dénominateur commun.
On cherche le plus petit multiple commun des deux dénominateurs.

Exemples :
1 1
*37 1= On met chaque fraction sur 12 multiple de 3 et 4, on obtient donc :
1 1 4 3 4-3 1
3 4 12 12 12 12
15 13 .
° FEET) =7 On cherche dans la table de 8 un multiple de 12, on trouve 24.

A\ 24 estpréférablea 8 x 12 = 96 qui est un multiple commun mais qui n’est
pas le plus petit et complique inutilement le calcul.
15 13 15x3 13x2_ 45-26 19

8 12 24 24 24 24

8 5 4

oS4 —-=2?

3 18 9

On généralise le dénominateur commun a trois fractions. On cherche le plus
petit multiple commun a 3, 18 et 9. On a 18 multiple de 3 et 9 donc 18 est le
multiple commun A\ ne pas prendre 3 x 18 x 9:

8 5 4 8x6+5-4x2 48+5-8 45.95

3 18 9 18 18 18 2

/\ Mettre la fraction finale sous forme irréductible si cela est nécessaire.
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4 LES NOMBRES RATIONNELS : Q

4.2 La multiplication

Regle 4 : Pour multiplier deux fractions, on multiplie les numérateurs et
les dénominateurs entre eux.

Avant de multiplier, on cherchera a simplifier tant que cela est possible :
diviser par un diviseur commun le numérateur et le dénominateur.

Exemples :

3 11 3 -1 2 x 11 1x11 11
o - X — =7 = X = — = =——
29 29 2x9 2x3 6
A\ simplification du «3 du haut » avec le «9 du bas ».

3 7 4 3 7 4 3Ix7x4 1x7x1 7
e — X - X—=-=7 — X =X == = = —
8 6 9 8 6 9 Bx6x9 2x6x3 36

A\ simplification des « 3 et 4 du haut » avec les «9 et 8 du bas ».

14 121 9
e — X — X —=7?

15 21 22
14 121 9  Mx12Tx9 _ 2x11x3 _1x11x1_11

157 21 722 Bx2Ix2Z 5x3x2 5x1x1 5
A\ simplification des « 14, 121 et 9 du haut » avec les « 21, 22 et 15 du bas ».

e C’est un bon exercice pour revoir ses tables de multiplication. Il est bénéfique
d’effectuer ces calculs sans calculatrice.
On peut aussi décomposer chaque nombre en facteurs premiers.
Dans 'exemple précédent, on peut écrire :

14 121 9 (2 x7) x 112 x 32 2x 3 xXx117 11

157521 "2 (Bx5)xBx7)x2x11) 2xFx5xTxH 5

4.3 La division

Eégle S : Pour diviser deux fractions, il suffit de multiplier la premiere
par l'inverse de la seconde.
La division est alors une multiplication dans 'ensemble Q.

17
- 25 17 34
27

17 34 17 27 ¥/ x27 1x27 27

25727 2534 25x34 25x2 50
A\ simplification du « 17 du haut » avec le « 34 du bas ».

Remargue : Dans Q,iln’y a que deux opérations : I'addition et la multiplication.
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4.4 REGLE DE PRIORITE

A\ Le trait principal de fraction (plus long) doit étre au niveau du signe « = ».

Un trait de fraction mal placé peut conduire a un tout autre résultat.

2
2 8 16 5 2 1 1
5 °°575 % T8 T5%8T 0
8

4.4 Regle de priorité

Regle & : Lamultiplication est prioritaire par rapport a 'addition lorsque
les deux opérations se présentent entre plusieurs fractions.
On effectue alors la multiplication puis 1’addition.

Exemples :

=7?

1+2><1
._ — —
6 5 4

e Sil’addition est a effectuer en premier, on met des parentheses :

12y 1, 1.2\ 1 _5+12 1 17
4 4 4

6 5 6 5 30 120

4.5 Egalité entre deux fractions

Propriete | : % = 2 si et seulement si ad = bc avec b # Oetd # 0.

Remargue : Cette propriété est connue sous le nom de produit en croix.

4.6 Comparaison entre deux fractions

Pour comparer deux fractions, il est nécessaire de les mettre au méme dé-
nominateur. On compare ensuite les numérateurs.

1 11
Exemple : Comparer les deux fractions suivantes : 30 et 0
. R , . .. 00 99
On met les deux fractions au méme dénominateur ici 90 : 90 et %0
0 11
lors: — > —.
On a alors 9 > 10
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5 LES NOMBRES DECIMAUX : D

5 Les nombres décimaux: D

Defivition S :  L'ensemble des nombres décimaux D est ’ensemble
des nombre qui peuvent s’écrire avec un nombre fini de chiffres apres la
virgule.

- 1 , 1 .
bxeMFle : 5 = 0,2 est un décimal mais 3 =0,33... n’est pas un décimal.
Propriete 2 : Tout nombre décimal peut s’écrire sous la forme d"une

fraction. Tout nombre décimal est alors un rationnel.
L’ensemble des décimaux est inclus dans celui des rationnels : D C Q.

1 36 9 1
= :0,26=- 0,36 =—=— i = ,33.
Exemple 1 100 = 35 Mmais 3 £ 0,33

L’ensemble ID est 'ensemble des sciences expérimentales. Les mesures n’étant
possibles qu’avec un certain degré de précision, la valeur exacte importe peu.

En mathématiques, on écrit, sauf cas concrets, les nombres décimaux sous forme
d’une fraction irréductible.

5.1 Comment reconnaitre qu'un rationnel est un décimal

Notre systeme d’écriture des nombres est un systéeme décimal et comme 10 n’a
que deux diviseurs, 2 et 5, on a le théoréeme suivant :

Théoreme 2 : Un nombre rationnel est décimal si, et seulement si, la
décomposition du dénominateur de sa forme irréductible en produits de
facteurs premiers est exclusivement composé de puissances de 2 ou de 5

- 15 13 )
bXe.MPle. : — et — sont des nombres décimaux car :

8 50
15 15 13 13

= S
8 2 % 5 2x52

Par contre : 2 =
14 2x7

n’est pas un décimal a cause du 7 au dénominateur.

5.2 Propriété d’un rationnel non décimal

Propriete 2 : L'écriture d'un nombre rationnel non décimal possede une
série de chiffres qui se répéte a I'infini.

Cette propriété arithmétique est basée sur le principe des tiroirs.
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Si l'on répartit (n + 1) chaussettes dans n tiroirs nécessairement il y a un
tiroir qui possede au moins 2 chaussettes.

Cela veut dire que lorsqu’on divise deux entiers, on tombera a partir d"un certain
nombre de divisions sur un reste déja obtenu.

22
Exemple : Approximation du nombre 7t par Archimede : -

Les restes non nuls possibles dans la division par 7 sont: 1,2, 3,4, 5, 6.

Il'y a 6 restes possibles, au bout de 7 divisions, on est stir d’obtenir un reste déja
obtenu.

22,0000000 | 7 A la 7¢ division on obtient le reste de 1
1 0000000 | 3,1428571... obtenu a la 1™ division. La succession
3000000 des restes se reproduira indéfiniment.
200000 Nous avons donc :
60000 »
4000 — = 3,142857 142857 - - - = 3,142857
500 7
10
3

6 La notation scientifique

Pour les nombres tres grands comme 10 000 000 000 000 « dix mille milliards »,
ou tres petits comme 0,000 000 000 01 « un centieme de milliardieme », I’écriture
décimale devient difficile a lire.

Une nouvelle notation est appliquée, basée sur les puissances de 10 et le premier
chiffre non nul du nombre.

6.1 Quelques points de repere avec les puissances de 10

n zéros

; 0
e Multiples: 10" =1000...000 et 10" =1.

Les multiples

Notation || Signification Ecriture Préfixe || Symbole
10! dix 10 déca da
102 cent 100 hecto h
103 mille 1000 kilo k
10° million 1 000 000 méga M
10° milliard 1 000 000 000 giga G
1012 mille milliards || 1 000 000 000 000 || téra T
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6 LA NOTATION SCIENTIFIQUE

11

~ 10" 1000...000
S—_——

n zéros

Les sous-multiples

e Sous-multiples: 107"

Notation Signification Ecriture Préfixe || Symbole
1071 dixieme 0,1 déci d
102 centiéme 0,01 centi C
1073 millieme 0,001 milli m
107° millioniéme 0,000 001 micro i
1077 milliardiéme 0,000 000 001 nano n
1012 || millieme de milliardiéme || 0,000 000 000 001 || pico p

6.2 Définition et exemples

Deéfivition & : Unnombre x en notation scientifique est de la forme :

x =ax 10" pour x>1 avec 1<a<10
x=ax10"" pour 0<x<1 avec 1<a<10

Covséguence le nombre a ne possede qu'un chiffre non nul avant la virgule.

On détermine n en comptant le nombre de décalages de la virgule.

e 12420000 000 = 1,242 x 100 : 10 décalages de la virgule vers la gauche.
e 0,000 000000005 607=5,607x10"12: 12 décalages de la virgule vers la droite.
Sur ces deux exemples le « 1 » et le «5» sont appelés premiers chiffres significatifs.

Inversement pour écrire en notation usuelle, on effectue le décalage inverse.
e 5,48 x 108 = 548 000 000 : 8 décalages vers la droite

e 8,7561x107%=0,00087561: 4 décalages vers la gauche.
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7 Calculs avec les puissances

7.1 Regles de calcul

Propriete 4 :
e A=1 exemple : 20 =1
o a" xa™ =a"t"  exemple: 23 x 2° =23 =28
J Z—; =q" " exemple : 2—7 =377 =32
o (am)m = g"xm exemple : (72)° = 72> = 710
o (ab)" = a"b™ exemple : (4x)3 = 43x> = 64x3
o <E>n:ﬂ exemple : (§)2:5—2:§

b b 3 3 9

7.2 Exemple de calcul

Calculer le nombre suivant sans utiliser une calculatrice: A = M
123 x 52
28 % (32)3 x (5)2
(22 x 3)3 x 52
_ 28x 36 x5
T 26x 33 x5

Puis sur les quotients : A = 2876 x 3673 x 542 = 22 x 33 x 52,

On décompose en facteurs premiers A =

On applique les regles sur les puissances : A

On obtientalors: A =4 x 27 x 25 = (4 x 25) x 27 = 2 700.
Une petite astuce avec 25 nous a permis de calculer sans effort!

8 Les nombres réels: R

On pourrait penser, au vu des nombres que I'on vient de voir, qu’ils suffisent a
exprimer toutes les quantités mathématiques. Cependant, Pythagore a été 1'un
des premiers a montrer qu’il existait d’autres nombres.

En effet lorsque I'on cherche a exprimer la longueur de la diagonale d'un carré
de coté 1, on trouve un nombre que 1'on écrit maintenant\/i.

Pythagore a démontré que ce nombre ne pouvait pas s’écrire comme le quotient
de deux entiers. Ce nombre n’est donc pas un rationnel. Ainsi était prouvé qu’il
existe des nombres non rationnels, que 'on appelle irrationnels.

Pour trouver une valeur approchée de 1/2, il est nécessaire d’effectuer des calculs
fastidieux, il faut « extraire » la racine carrée (voir algorithme de Héron).
Les calculatrices nous évitent ces calculs: v/2 ~ 1,414 213. ..

L'écriture décimale de ces nombres n’ont pas de série de chiffres qui se répete.
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9 RACINES CARREES

Propriete S : Unnombre est irrationnel lorsqu'il ne peut s’écrire comme
rapport de deux entiers.

Exemples : Il existe beaucoup de sortes de nombres irrationnels :

e V2,/5,V17... appelés radicaux

e 7T constante du cercle
e sin12°,cos27°... nombres trigonométriques

e In2, e... nombres logarithmiques ou exponentiels.

Remargue : On s’apercoit que l’écriture des nombres irrationnels prend des
formes trés diverses. On donne en fait une écriture aux nombres que 1'on uti-
lisent fréquemment, mais d’autres encore non utilisés vous attendent pour un
graphisme particulier et qui sont pour l'instant sans écriture.

Deflivition T : Lensemble des nombres réels, R, est 'ensemble des
nombres rationnels et irrationnels.

Remargue : Sa construction rigoureuse a été faite au XIX® siecle par Dedekind.
L’ensemble R est un ensemble continu, c’est a dire qu’il ne possede pas de « trou ».

On représente alors cet ensemble par une droite orientée.

—0 —7 —253 0 1 V5

T8

9 Racines carrées

Defivition 8 : La racine carrée d’un nombre réel positif ou nul 4, est le
nombre noté /a tel que : (\/L_l)z =a

Covséguence La racine carrée d’un nombre négatif n’a aucun sens, car un carré
ne peut étre négatif.

Exemple : V0=0, VI=1, V4=2, V9=3etc...
Mais la plupart des racines carrées sont des irrationnels :
V2=~ 1,414..., \/3~1,732... quel’on mémorisera

/\ Les mathématiciens recherchent des valeurs exactes non des valeurs appro-
chées. Seule la notation avec un radical v/ est exacte.
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9.1 SIMPLIFICATION D’UNE RACINE

9.1 Simplification d’une racine

Regle 7 : Laracine carrée du produit est égale au produit des racines :

Vaxb=+/axVb

Pour simplifier /7, on cherche a décomposer 7 en un produit dont I'un des fac-
teurs est un carré.

12=4x3=22x3 donc V12=V22x+3=2V3
50=25x2=>52x2 donc v50=V52x 2 =52

Regle 8 : Laracine carrée d'un quotient est le quotient des racines :

Evemale : /18 V18 V9x2 3v2
xemple : » - V» 5 5

A\ Deux fautes fréquentes :
e On ne peut regrouper que des racines carrées identiques.

e Laracine carrée de la somme n’est pas égale a la somme des racines carrées :

Va+b#£Va+Vb

ExeMFle : V2+1/3 ne peut se regrouper, mais 5v2 —24/2 =32

V9 +16 #9416 car
VIF+16=v25=5 et V9+V/16=3+4=7

9.2 Distributivité avec les racines carrées

Lorsque l'on effectue le produit d’'une somme de racines carrées, on ne peut que
distribuer pour effectuer le calcul.

(\/6+2) (\/E—ﬁ) — V18— V12 +2V3 - 2V2 =3v2 - 2V/3+ 23 -2V2
2

Pour effectuer le calcul d"un carré, utiliser les identités remarquables suivantes :

(a+b)?>=a?+2ab+b> et (a—b)>=a>—2ab+b?

(\/§+1)2: (ﬁ)2+2\/§+12:2+2¢§+1:3+2\/§
(2\@—4)2: (2\/5)2—2><2f3><4+42:4><3—16\/§+16:28—16\f3

PAUL MILAN 13 SECONDE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

9 RACINES CARREES

9.3 Comparaison de deux racines carrées

Regle & : Pour comparer deux racines carrées, on compare leur carré.

ExeMFle : Comparer les nombres 5v6 et 61/5

(5\/8)2:25><6:150 et (6\/5)2:36><5:18O donc 5v6 < 65

9.4 Rendre rationnel un dénominateur

Regle 10 : Dans une fraction, lorsque le dénominateur ne contient qu"une
racine, on multiplie numérateur et dénominateur par cette racine.

V5 (VB2 5

Exe.mple.s P—

2 2ﬁ_2ﬁ_ﬁ 3  3/5 3V5
V2 o o(v2?2 2 T a

Regle Il : Dans une fraction, lorsque le dénominateur est la somme d'un
entier et d'une racine, on multiplie numérateur et dénominateur, par la
quantité conjuguée.

La quantité conjuguée de (a + v/b) est (a — v/b) et réciproquement.

Remargue : Le produit des deux quantités donne une différence de deux carrés :

(a+VB)(a— Vb) = a? — (VB)? = a® — 12

Exemples :
4 _ 4(3-V5) _4(3—\/5)_4(3—\/5)_3_\/5
3+v5 (3+v5)(3-+v5)  9-5 4

V3 V3+4v2)  VB(L+V2) _ VBHVE L s e

1-v2  (1-v2)(1+V2) 1-2 ~1
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