CHAPITRES 5 : LA FONCTION EXPONENTIELLE 28 pECEMBRE 2013

Correction covtrole de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Cunvdl O décembre 2012

ExErcicE 1
ROC (3 points)

1) Cfcours
2) Cfcours
3) Cfcours

EXERCICE 2

Propriétés, équation et inéquation (2 points)

1) On utilise les identités remarquables

(ex + e-X)2 B (e" - e-X)2 _(@P+2+ (P (AP -2+ ()

2 2 4 4
42+ e¥ -4 2-eX
B 4
4
:—:1
4

2) Résoudre darig I'équation et I'inéquation suivantes :
aerl-1=0 & e&l=1 o e&l=¢

Comme la fonction exponentielle est strictement croissame :

1 . 1
2 1=0 = —— t S={—=
X+ L= X > SOl { 2}

b) Comme la fonction exp est strctement positive&ur

e“+3
e+1

>2 o €+3>26+2 o —-€€>-1 o &<
Comme la fonction exponentielle est strictement croissame :

X<0 soit S=]-o00;0[

EXERcICE 3

Exercice bac (7,5 points)

1) Etude d’une fonction auxiliaire
a) Limite en+oo

lim € = +c0

X—+00

. 2 .
lim x° = +oo Par produit et somme
X— 400

lim g(x) = +o0

X—+00
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g est dérivable suR, comme produit et somme de fonctions dérivables :
g(X) = 2x€* + X% = x& (X + 2)

Commex > 0, € > 0 etx+2 > 0. Doncg'(x) > 0, la fonctiong est donc
croissante SuR,.

On a alors le tableau de variation suivant :

X 0 400
g | 0 +
+00
9(x) -
-1

b) SurR,,
¢ |a fonctiong est continue (car dérivable), monotone (croissante)
e et Oeg(R,) =[-1;+0c0[.

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existenique réela e R, tel
queg(@ =0

c) Al'aide d’une méthode par dichotomie, on trouve ; 703< a< 0,704

d) Comme la fonctiomy est croissante, on a:
e Six<a g(X)<0 e Six>a gxX)>0

2) Etude de la fonction f
a) On détermine les limites en 0-eto par somme :

ime*=1
x—0

1 Iiar ?E)r;me Xirpme" =+l parsomme
, 3 im f(X) = +o0 . B
Im =+ xo lim = =0 Jm 109 = +eo
x>0 X—+00 X
1 xe-1 gx
b) Ona: f/(X)=e&f- = = = .
) (X 2 < v

c) D’aprés I'étude de la fonctiog, on a sutR’, le tableau de variation suivant :

X 0 a +00
I I T
oo +00
" i f(a) —
d) Le minimummde la fonction vaut : f(a) = € + g
or,onsaitqueg(@d =0 & a¢-1=0 o &= é

1 1
En remplacant, on trouve alors f(a) = e + 3
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e) D’apres la question 1c), on sait que ; 703< a< 0,704
Comme la fonction inverse est décroissante et la fonctiogearoissante sii,,

onaalors :
1 1 1 1 1 1
<=< et <= <
0,704 a 0,703 0,70£# " a 0,70%
Par somme, on obtient alors : + 1 <m< ! + 1 =3
’ 0,704 0,702 = " 0,703 0,702
3,43<m< 3,45
ExXERcICE 4
Fonctions logistiques (7,5 points)
Partie A
1) Ona:
Jim —x=—co|  Par compostion Jim —x = +eo}  Par compostion
lim e=0 lim e*=0 lim & = +oo lim e =+
X——00 X—+00 X +00 X——00

Par somme et quotient: limiy(X) =1 Par somme et quotient: linfy(x) =0
X—+00 X——00

On a donc deux asymptotes horizontales d’équation O et y=1 respectivement

en—oo et+oo.

1 e e*
2) Ona: h(x) = l1+ex e(l+eX) e+1

3) On dérive avec la deuxiéme forme :

e +1)-ee  &re- ¢
(e + 1) o (e+12 (e + 1)

fi(x) =
Comme VxeR, € >0 donc f/(x) >0. Lafonctionf; estdonc croissante skt

Partie B
1) On prend pouffi(X) la deuxieme forme. On a alors :

e~ N 1 _e"+1_1
+1 1+e e&+1

f1(3) + f.a(X) = -

2) Ona: MXx, f_1(x)) et RX, fi(X))

f_ f 1
or K =m[MP] donc son ordonnée vaut pour tout r&el yx = M ==

2 2
: . . , 1
K appartient donc a la droite d’équatigr= >
La courbe?%” ; est donc symétrique a la courlsg par rapport a la droite d’équation
1
¥=3

3) Onaalors:
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Partie C

1) Vrai |l suffit d’encadrer la fonctiorfy :

On sait que Vx € R, € > 0, on en déduit alors :

—F>0
*Trew

. 1
e 1+e™™>1 enprenantlinverseona——— <1
1+ e

Onadonc O fy(x) <1 la courbes, est donc comprise entre les droitgs= 0 et
y=1

2) Faux Le contre exemple est tout trouve. D’'apres la courhe, on déduit que la
fonction f_; est décroissante.

On pouvait aussi déterminer la dérivéef!, = ———— <0 ¥xeR
(1+e)?
: 1 1
3) Vrai endfet: k>10 < §k>5 = —§k<—5

Comme la fonction exponentielle est croissante et la fongtigerse est décroissante,
ona:
1 1

1
: >
1+ed” l+eb

<€° o 1+e*gl+e® o

1 1
donc: fk(—) = ——+ >0,9933> 0,99
2] 1+ek
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