CHAPITRE 06 : LA FONCTION LOGARITHME 16 janvier 2019

Correction du devoir

du lundi T _janvier 2014

EXERCcICE |

Equations, inéquation, limites (8 points)

1) a) In(&k-2)+In(2x-1) =Inx

1
6x-2>0 X>3
" 1
Conditions: {2x-1>0 & x>} = Df=]§;+oo[
x>0 2
x>0

x € Dy, la fonction In étant monotone sur ]@-¢o[, on a:
In(6x — 2)(2x— 1) = In x
(6x—2)(2x-1)=Xx+5 o 12 -6x—-4x+2=X
12¢* - 11x+2=0 = A=121-96=25="5

x—11+5—geD etx——ll_S—}ezD
YT 24 T3 T TR a7
1 1 2
4 2 3 400 2
] > s={3)
-x-10
b) In(-x-1) =1 Conditi ;
) In(-x-1) n( x+2) onditions
x< -1
-x-1>0
_x-10 _ © X | zo =10 -2 *®] o p,=]-10;-2
>0 -x-10
X+2 X+2 -9 }

x € Dy, la fonction In étant monotone sur ]@-¢o[, on a:

-x-10

— —1: — —1 2 = — _1

X X+2<:>(x)(x+) x—10
—X—-2X—-Xx-2=-Xx-10 & -X*-2x+8=0

2+6 2-6
A=4+32=36=6" = xlz_LZ:—4eDf ot ;= <> =2¢ Dy
_101 -4 r_2 2 +00 S:{—4}
_4+2+5

2) a)A=16+4=20=(2V5? = X =2+v5 et X,=2-5<0.

b) @) €*-4e-~1=0 onpose X=¢ avecX >0
L’équation devient X2 — 4X — 1 = 0, on ne retient que la racine positive :
X=2+V5 & &=2+V5 & x=In(2+V5) = S={In(2+ V5)]
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B) (INX)?-4Inx-1=0 onpose X=Inx.
L'équation devient X2 — 4X — 1 = 0, on retient les deux racines :

{X:2+\/§ {Inx:2+\/§ {X:e2+«/§

(=4 =3 = S = e2—\/§,e2+\/§
X=2-15 Inx=2- V5 x =g Vs { }
3) a) InX+3)<-1+In(5-x)
3
2X+3>0 —
Conditions : X+s> S x> 2 = Df:]—§;5[
5-x>0 x<5 2

x € D¢, la fonction In étant croissante sur ]@¢o[, on a:
In(2x + 3) < In [e‘1(5 -~ x)] o 2x+3=¢e'5-x) o x2+ehH<-3+5e! &

-3+5e! (e —3e+5 -3e+5
< = ~ —U. = |- .
21el ( e+ 1 049) = S ] = 2e+1]
2 _3e+5
3 2e+1 5 +00 2 -3e+5
: r > S=S,ND;=|-2; —"°
! ] ' Lot ] 3’ 2e+1

b) (2x-7)In(x+1) >0 condition x> -1 donc D¢ =] — 1 ;+0o0[

7

= 2Xx—7=0 2Xx=7 X=—=
Valeurs frontiéres : & 1= 2
In(x+1)=0 x+1=1 X =0

Comme les fonctions In et— x + 1 sont toutes deux croissantes

X -1 0

2x -7 - -
In(x + 1) - 0 + +
2x-7)In(x+ 1) + ) - D

S:]—l;O]U[;;+oo[

4) Les deux formes sont des formes indéterminées. On transfies deux fonctions :
1 2 Inx 1 1 In x

e fX)=—=+-x— or Im—==1Im ==1Ilm —=0
NG X X X—+co X2 X—+400 X X—+oo X

Par somme et produit linf(x) = 0.
X—+00

Par quotient
3 . 3
X+3\ 1+;( im 1+-=1 L 3
. Q(X):In(2 1)': I 1| or e )1( i X1
X+ 2+ = im2+==2| M —71°5
X—+00 X 2+ —
X
Iiml Inx=-In2 par composition limf(x) =—-1In2
X—3 X—+o00
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Exercice Il

Projectile dans un fluide (6 points)

2 B —bx+b-2
-x  1-x

1) @) () =b-

(o

b) f/(X) =0 & -bx+b-2=0 & x= —2,

U ‘

¥xe[0;1, 1-x>0 = signe def’(x) = signe de— bx+ b - 2.
b%bzzl—% or b>2 = O<%<1 = O<1—t—2)<1 = O<b;b2<1.

On a alors le tableau de variation suivant :

f/(X) +

f(x) / \

0

La fonctionf admet un maximum sur [0; 1].
b-2
b

2) a) Vxe[0:1, f() <16 = f( )<1,6.

f (b; 2) = b(b; 2)+2 |n(1-b%b2) = b-2+2 |n(k—2)) =b-2+2In2-2Inb = g(b).

Commeb > 2, on doit donc avoiryx € [2 ; +oo[, g(X) < 1,6.

2 x-2 _2
b) g’(x):l—;(:XT. or x>2 = XT>0 = g >0.

La fonctiong est donc croissante sur 1.

c) Calculongy(2) et la limite deg en+oo.

g(x)xizx(1—2><|n7x)—2+2m2. De Iimln—X:O, on en déduit :

X—+00

lim 1-2x In_x = 1| par produit et somme 2)=0
par somme X+ : B et g(2) =
lim x = +oco Jim g(x) = +oo

X—+00

Sur |, la fonctiong est continue (car dérivable), monotone (croissante) ee4t6
compris entreg(2) et lim g(x), d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
X—+00

'équation g(x) = 1,6 admet une unique solutien
Calculons: g(10)=8+2In2-2In10~ 16,18 donca € [2; 10].

Par dichotomie on trouve : ,691< @ < 5,692 en rentrant la fonctiom(- 1, 6).
d) Comme la fonctiom est croissante,g(x) < 1,6 = xe€[2;a] = bel2; a]
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-5,69x + 3,69
1-x
L'angle 8 est défini par le cd@icient de la tangente@; en 0, c’est a dire :

3) f estalors définie parf(x) = 5,69 + 2In(1-x) etdonc f’(x) =

tand = f'(0)=3,69 = @ =arctan369~ 74,8".

Exgercice |l

Fonction et algorithme (6 points)

Partie A - Modélisation de I'age d'un épicéa

20(1- x) — 20x(-1) 20x 20 1-xX 30
1) f'(x) = + = = :
) P 30[ (1-x)? 1-x 30 (l—x)2>< 20k x(1-x)
x>0 . .
¥x€]0; 1, = f’(x) > 0. Lafonctionf est croissante.
1-x>0
20x 20x a In monotone 20X a
2) f(X)—a L= 30|n(r)— In(m)—% L= m—e% L=
a a a a e%
20x=ex —xe3 © X(20+ex)=e0 © X=—p
20+ ex
2
es
= - ~ a=12 =55 ~073
ea=20 x4 01 0,09 J 0 X 0+ &

Commef est croissante 28 f(X) <120 = x; < xX<X = Xx€[0,09; Q73]
Le diameétre du tronc entre 20 ans et 120 ans, varie entre 9 éharh

Partie B

1) Ona x=0,27 donc son age vaut f(0,27) ~ 60 ans.

Par approximationféine, sa hauteur est au milieu d’un arbre de 50 ans et 70 ans soit

1124156

h
2

=134 m

2) a) Lavitesse de croissante maximale est de 0,25 qui ariee 85 ans et 95 ans.
L'intervalle d’ages durant lequel la qualité du bois est kilfaure est [85; 95]

EeMA,v-%)e : Avec la correction du continue on trouve l'intervalle [82%/,5].

b) Un arbre de diamétre de 70 cm d(0, 7) ~ 115 3 ans qui n’est pas cohérant pour
avoir la meilleure qualité de bois.
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