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1. LE SYMBOLE SOMME X

1 Lesymbole somme X

1.1 Définition

Definition | : Soit (4;) une suite de nombres réels ou complexes. Soit deux
entiers naturels n et p tels que p < n, on définit la somme suivante par :
n
Zak:ap+ap+1+"'+an
k=p

Soit I un sous-ensemble fini de IN, la somme de tous les termes a;, i décrivant I

sera notée Z a;
iel

Remargue :
e Lavariable k est une variable muette, c’est a dire qu'une fois la somme calculée,
le résultat ne dépend plus de k. On peut donc lui donner le nom qu’on veut: i,
n

j, k, etc. a exception des bornes de la somme, ici p et n : Z ay = Z a; = Z aj
k=p j
e On retrouve cette variable muette, lorsque l'on veut calculer une somme a
'aide d"un algorithme. (boucle Pour)

e Lorsque les termes de la somme ne dépendent pas de la variable, on somme
n

des termes constants donc: ) 3=3+43---4+3=3(n+1)
k=0

n+1 termes
o Si I={2;4;6} alors Y a; =ar+ a4+ ae.
i€l
Exemples :

n 1 1 1 1
1+24+---4+n=Y k == :
oA k_Zi .n—|—1+n+2+ +2n k;n—kk
e 14+24+224... sz. o 1+3+5+---+(2n—1) = Y (2k-1).

A Ne pas confondre

Z (k+1) = Z k+n avec Z k +1 les parentheses font toute la différence.
k=1 k=1 k—l

n
o ). 2% (1 + 1 termes) et Z 2K (21 41 termes)
k=0 k=0

Prctriété ) : Relation de Chasles et linéarité :

Relation de Chasles : 2 A = Z a + E .
k=m+1

n n
L'opérateur somme est linéaire : Z (way + Bby) =« Z ay + B Z by.
k=p k=p k=p
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1. LE SYMBOLE SOMME X

n 2 n
Exemple : Y o =) a+ ) ar et Z3k+4k 23k+42k
k=0 k=0 k=3

k=0

1.2 Linéarité et changement d’indice

Propriete 2 : Changement d’indice.

L'expression a 1’aide du symbole }  n’est pas unique. On peut écrire une somme
avec des indices différents.

Les changements d’indices k — k + p (translation) k — p — k (symétrie) sont
les plus fréquents :

n+p p—1
Y ak= ), Gp= Y, Gk
k=1 k=p+1 k=p—n
- | ) "1 1
Exemples : Calculer la somme: S, :k; T iri)
| 1
On utilise la linéarité : S, = - — —
e On utilise la linéarité n kzzlk k:1k+1

e On effectue un changement d’indice sur la deuxiéme somme: k — k+1:
n+1 1

Z__Zk

k=n+1
= S 1
e Onsépare les termes différents: S, = 1 + Z —— ) - =1-
=k Sk on+l n+1

gobguobgobgooboobooboonb

n
Pour n > 2, on considere la somme S, = Z Je 221,

k=2

Faire une translation d’indice pour que la nouvelle variable varie entre 0 et (n1—1)
et une symétrie d'indice pour que la nouvelle variable varie entre 2 et (n+1).

e Pour la translation, il suffit de faire: k — k — 2, on a alors :

n—1 n—1
Su=Y_ (k+2)22k2"1 = ¥~ (k 4 2)2%+3
k=0 k=0

2+(n+1) n+3
2 2
On effectue alors la symétrie kK — n+3 —k, ona alors:

e Pour la symétrie, il faut déterminer le milieu :

n+l n+1
Sp=Y (n+3—k223-0-1 = Y (5 4 3 — )22 572k
k=2 k=2
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1. LE SYMBOLE SOMME X

1.3 Sommes télescopiques

Théeoreme | : Sommes télescopiques

Soit une suite (a,) une suite de nombres réels ou complexes, on a :
n

Vn,peN, p<n, Z(ak—l—l —ag) = ay1 — ap
k=p

n n

Rﬁ""”‘i‘)ﬂ : Z(ﬂkﬂ —ay) = a1 —ap et Z(bk —biy1) = bo — by
k=0 k=0
n

Deémonstration : Onpose: S, = Y (a1 — ax)
k=p

n n
e On utilise la linéarité: S, = 2 A1 — Z ay

e On effectue un changement d’indice sur la premiere somme : k — k41

n+1
Sy = Z ak_zak
k=p+1 k=

e On sépare les termes différents: S, = a,,,1 + Z A — Y A — Ay = Ay — dp
k=p+1 k=p+1

Exemples : Les sommes télescopiques sont une méthode tres efficace pour calcu-
ler la somme des termes d’une suite (u,). Il s’agit de trouver une suite (v,) pour
que uy = v,41 — vy. Cen’est bien str pas toujours possible malheureusement.

Calculer les sommes suivantes :

1 , 1 1 1
: on décompose en - — ——

n
S”:k;k(ku)' k(k+1)  k k+1
1 1 "1 1 1
Sﬂ—gm—i(rm)—l—nn

k=1

n
e Ry=) kxk!': ondécomposek x k! en (k+1)k! —k! = (k+1)! — k!

n

S Y kxk= Y (k1) k] = (n 1)1
k=

k=1
1
T":k_zlk(kﬂ)(kﬂ)
a a a(k+2) —ak 2a 1
k(k+1) (k+1)(k+2) k(k+ )(k+2)_k(k+1)(k+2)'°f‘a“——
n 1 10 1
T, = —
Zl k+1)(k+2 2Z k+1 (k+1)(k+2))

_1( )_(n+1)(n+2)—2_n2+2n+n+2—2

2 (n+1)( n+2) o 4n+1)(n+2)  4n+1)(n+2)
n+3)

4(n+1)(n+2)
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1. LE SYMBOLE SOMME X

1.4 Sommes a connaitre

Théoréme 2 : Somme des entiers, des carrés, des cubes
Pour tout entier naturel 7 non nul, on a les relations suivantes :
n(n+1)
Sq( k=14+24+... vt
o Si( Z +24+---+mn >
L nn+1)2n+1
o Sy(n §: KR=1+4+---+n*>= ( )6( )
2 2
n“(n+1)
Ss( K=1+8 L Nt
o S5( E, +84-+n i
Deémonstration : La premiere formule a été démontré en premiére en ordon-

nant la somme dans 'ordre croissant puis dans I’ordre décroissant. Les deux der-
nieres formules ont été démontré en terminale par récurrence. Mais les démons-
trations directes sont possibles a I'aide de sommes télescopiques. On pourrait
généraliser ces démonstration aux somme des puissances p ieme des entiers na-

turels.
n

e Si(n), on utilise lasomme Y [(k+1)* —k*] =
k=1

(n+1)2-1

n

Z [(k+1)?

i(k2+2k+1—k2)= i(2k+1):2ik+i1:251(n)+n

k=1

k=1

k=1

k=1

On en déduit que :

2S51(n)+n=(m+1)>%? -1 & Si(n) = (”+1)22— (n+1) n(n2+1)

gogooobbbobodooouoobbbbn

n

o Sy(n), onutilise lasomme Y [(k+1)*—Kk] = (n+1)° -1
k=1

n n n

Y lk+1P° =K =Y (K +3+3k+1-k) = Y (B> +3k+1)

k=1 k=1 k=1

n n n
=3Y IP+3Y k+ ) 1=3S(n)+3S(n)+n
k=1 k=1 k=1
On en déduit que :
3S(n) +3S1(n)+n=(n+1>-1 & 3S(n)=[(n+1)>-1-35(n) —n] <
3 _ —

52:1 (n+1)3_3n(n+1)_(n+1) :2(n+1) 3n(n+1)—2(n+1)
3 2 6
(n+1)(2n?>+4n+2-3n—-2) (n+1)(2n%+n) nn+1)2n+1)

B 6 B 6 N 6
oo ogouoobougogbogo
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1. LE SYMBOLE SOMME X

n

o S3(n), onutilise lasomme Y [(k+1)*—k*] = (n+1)* -1
k=1

n n n
Yo lk+1) =k = Y (K* + 4% + 6k* + 4k +1 — k*) = Y (4k> + 6k* + 4k + 1)
k=1 k=1 k=1

—4Y K1 6) R+ 4Y kY 1= 4S5(n) + 65y(n) + 45, (n)+n
k=1 - k=1
On en déduit que :
4S85(n) +6Sy(n) +4S1(n)+n=n+1)*-1 &
45,(n) = (n+1)* =1 —6Sy(n) —4S1(n) —n
=+ —nn+1)2n+1)-2n(n+1)— (n+1)
= (n+1) [(n+1)3—n(2n+1)—2n—1]
=+ 430 +3n+1-2n> —n—2n—1)
= (n+1)(n° +n?) =n?(n+1)>

Théoreme 3 : Somme géométrique

Pour tous naturels p et n tels que p < n
et pour tout réel ou complexe x tel que x # 1, on a:

1— xn+1 p 1— bere de termes

x¢ =xP x ———— = premier terme X
Zp 1—x L 1—x

n
Deémonstration : Posons S, = ) xk.
k=p
e On utilise une somme télescopique :

n n n
S, — xS, = Z ¥k _ Z L — Z(xk _xk+1) — yP _ il
k=p k=p k=p

1 — xtt1l=p
e On factorise: S,(1—x) = xP(1 — x"F1=P) = Sn = xp X ad

1—x
1—2"2

n
Exemple : S = 22]‘:23>< —

k=3

— 23(27172 . 1) — 2Tl+l —8

Théoréeme 4 : Factorisation standard

Pour tout naturel 7 et pour tous réels ou complexes a et b, on a :

n
at —p"t = (a—b) Z an—k—l bk — (a_b)(an—l +an—2b+ . +abn—2+bn—1)
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1. LE SYMBOLE SOMME X

n—1
Deémonstration : Onpose: S, = Z a"*115, onaalors :
k=0

ouSn—Za” kbk—a—l—Za” kpk kot n+zank1bk+1
k 0 k 1 k=0
e bS, Zan k— 1bk+1 Zan —k— 1bk+1+bn

n—2 n—2
o Pardifférence: (a—b)S, =a"+ ) i ) L
k=0

1.5 Sommes doubles

Defivition 2 : Lorsqu’on somme sur deux indices, on parle de somme double.

Soit (a;;) une suite double de nombres réels ou complexes et soit deux entiers
naturels n et p, on note :

n p n
Z ajj = Z Z ajj = Z Z a;j somme des termes d"un tableau n x p.
1<i<n i=1 j=1 j=1 i=1
NN

n ] n
° Z ajj = Z Z ajj = Z Zalj somme triangulaire d"un tableau n.

1<i<j<n j=1 i=1 i=1 j=i
n j—1 n—-1 n
o Z ajj = Z ajj = Z a;; somme triangulaire sans la diagonale.
1<i<j<n j=2 i=1 i=1 j=i+1
Remargue : On peut noter : a;; = ) a;j
1<i, j<n 1<isn

1<j<n

On peut schématiser ces sommes double par un tableau double entrée.

NJ 1 2 p Total
1 a1 a12 .. a1p ) @)
=
P
2 a1 a2 ... azp ). 2]
=1
Z Elij =
1<isn p
1<j<
ISP n An1 an2 .. Anp Z L
=1
n p
> ) %
E e i i=1j=1
Tot. | Y ai | ) a2 | ... | Y ip| , »
i—1 i—1 i—1 Y'Y a;
ij
j=1i=1
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1. LE SYMBOLE SOMME X

1 J 1 2 n Total
n
1 aiq a2 ... a1y Z AL
j=1
n
2 a Aoy Z“2j
=1
Z a,-] =
1<i<j<n .
n Ann Za”]
=1
n n
a..
Tot. | Y apn | Y app| ... | Y. din| , j
i=1 i—1 i—1 B
ZZ”U
j=1li=1

Z ajj, il suffit d’enlever la diagonale du tableau (triangle supérieur).
1<i<j<n

Pour

Théeoreme S : Développement d’un produit de deux sommes

Soient ay,ay, ... ay, by, by, ... b, nombres réels ou complexes, on a alors :

n

n p P
o Y aix) bj=) bjx} ai= ) ab
i=1 j=1 j=1 i=1 1<i<n
NS

n
° Z a; Z a; +2 Z a;b; (carré d’'une somme)

1<i<j<n

Deémonstration : La premiére formule est directement 1ié a la définition de la

somme double.

Pour le carré d’'une somme, on fait intervenir la symétrie du tableau double en-
trée en séparant la somme en trois parties (le triangle supérieur est identique au

triangle inférieur) :

triangle triangle
2 supérieur diagonale 1nfer1eur
n n n S
Yoa| =YaxYa= ) a= Y et Y, at Y a
i=1 i=1 j=1 1<i<n 1<i<j<n 1<i=j<n 1<j<isn

1<j<n

n
:Za?+2 Z (Zi]'

i=1 1<i<j<n

RQMAV‘%UQ : On retrouve avec le deuxiéme terme du carré d’une somme, le
céleébre double produit de l'identité remarquable du second degré. 1l s’agit ici
d’une généralisation de cette identité remarquable a n termes.

Exemple : (a+b+c)? = a? 4+ b+ +2(ab+ ac + be)
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2. LE SYMBOLE PRODUIT II

2 Le symbole produit I1

2.1 Définition

Defivition 3 : Soit (4;) une suite de nombres réels ou complexes. Soit deux
entiers naturels n et p tels que p < n, on définit le produit suivant par :
n
[Tax=apxap x - xay
k=p

Soit I un sous-ensemble fini de IN, la somme de tous les termes a;, i décrivant I
sera notée 1_[ a;
i€l

Exemple : On peut utiliser le symbole IT pour définir « factorielle » d’un entier
naturel 7 noté n !

n
n!:Hk:1><2><3><~~><n
k=1

Par convention, on posera 0! = 0 et on retiendra la relation de récurrence défi-
nissant factoriellen: n!=n(n—1)!

n
A Lorsqu’on fait les produits d’un terme constant, on obtient: []5 = 5P
k=p

2.2 Relation produit - somme

Théoreme b : Relation produit - somme

Soit (a;) une suite de nombres réels strictement positifs. Soit deux entiers naturels
net ptels que p < n,onaalors:

n n
In (H ak> = Z lnak
k=p k=p

2.3 Produits télescopiques

Théoreme 1 : Produits télescopiques

Soit une suite (a,) une suite de nombres réels ou complexes, on a :

n
a a
Vn/pEN/ pgn’ Hﬂ:n_—’_l
k=p Ak Ap

- n 1 " k41
bxemple. : H(1+%) :H%:l’l—i—l
k=1
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