DERNIERE IMPRESSION LE 27 février 2017 a 15:55

C.om,alé.me.uts sur les vombres cam,ule.xe.s -

correction

I Révision terminale

EXERCICE 1
1) Réponsec). Onpose z = x+iy, l'équation devient alors :
2x+2iy+x—iy=9+i & Bx+iy=9-+1i
Enidentifiant, ona: x =3 et y=1 donc z=3+1
2) Réponsec). Comme |z|=|z] ona |z+i|=|z+i|=|z—i] or

z—i| L il g—i = liz=i)| = liz+1]

3) Réponseb). Ona: zZ =re 1P de plus —1+iv/3=2 (—%—ki\/?g) :261'277r

14 i3 .
On adonc: 1—tl\/§ = 2¢ ,39 — %el(%w)
z re—! r
n
. . A V3 1 _ it \"™ 4, jnn
4) Réponseb). Ona: (\/§+1> = [2 (74—5) = <2e 6) = 2N ol
. .. . 7T
Or un complexe z est un imaginaire pur ssi argz = 5 + k7t
nr 7T x &
On adonc: ?:E—HUT n =3+ 6k commen € N alors k € N

5) Réponsec). |z—i|=|z+1 < |z—za|=|z—2z83 & AM=BM

donc I'ensemble des points M est la médiatrice de [AB].

lil =] —1] < OA = OB donc O est sur la médiatrice de [AB], ’ensemble
des points M est donc la droite perpendiculaire a (AB) passant par O

6) Réponse c).
z—1+i|=83—-4i] & |z—zq|=VvI9+16=5 < OM=5

M est donc sur le cercle de centre () de rayon 5, son affixe z est de la forme
Z—2z0 =5 & z:zQ+5ei9 —1—i+5¢"
7) Réponse a). ABC est un triangle rectangle isocele direct en A ssi :

ZC —ZA
ZB — ZA

Onadonc: zc=4+i(3i—4)=4-3—-4i=1—4i

i & Zc—ZAIi(ZB—ZA) ~ ZC:ZA+i(ZB—ZA)
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EXERCICES

8) Réponse c).

-2
;_122 & 240, z-2=22-z & z#0, z2-2z+2=0
Oncalcule: A=4-8= —4=(-2i)?> 2solutions complexes conjuguées
2+2i 2—-2i
z1 = —;Z:1+i et Zy = 5 Z:1—1'
EXERCICE 2
1 i
Onpose z=1+iy/3. onaalors z =2 (E—i—i?) =2e'3.

2" e R & arg(z") =k2n & %Tzkbr & n==6k keZ.

z" est réel positif si, et seulement si, 7 est un multiple de 6.

EXERCICE 3

Cx+iy—i—1  (x—1)+i(y—1)
) flz) = Yty +l | (x+1) +iy
[(x=1) +i(y —1)][(x+1) —iy]
(x +1)2 +y2
x> —1—iy(x—1)+i(y—1)(x+1)+y(y—1)
(x +1)2 +y2

_ X4y —y-14i(cay+ytay+y—x-—1)
(x+1)2+y?

x4yt -y—1+4i2y—x-—1)

B (x+1)2+y

2) fz)ER & 2y—x-1=0 < y:%x+%

L’ensemble des points M est donc la droite d’équation y = %x + %

2
3) fz) €iIR & x¥*+y*—y—-1=0 & x2+(y—%) :451

L’ensemble des points M est le cercle de centre B de rayon ? privé du point A.

EXERCICE 4

1) Onpose A(2+1i) et B(—3 —4i)
|z—2—i|=|z+3+4i] & |z—za|=|z—2z8 & AM =BM.

L’ensemble des points M est donc la médiatrice du segment [AB].
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II. EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS COMPLEXES

2) Onpose A(—2i) et B(—2)
Z-2i=|z+2 "8 Fo2| =242 © |z4+2i=|z+2]
|z—za| =|z—2z8] & AM = BM.
L’ensemble des points M est donc la médiatrice du segment [AB].

3) Onpose A(1-+1i).

2i 2i(1—i
[(1+i)z—2i| = [(1+1) 72— = |141i] x z—M =V2|z—-1—i|.
141 2
2
Donc |(14+i)z—2il=2 & |z—-1—-i| = — z—zal =2
1+ i)z -2 F-1-il= 2o e -zl

L’ensemble des points M est le cercle de centre A et de rayon /2

II Equations du second degré a coefficients complexes

EXERCICE 5

, 7 1 3 7
1) a) z1 =8 =8e¢i2 et zp=2-2i\/3= 4(5—1%_) =4e7'3.

b) Pour trouver une « racines carrés » des nombres complexes z; et z, on doit
0 2
mettre z; et zp sous la forme 2 (e®)”.

Si on appelle z] et z}, les « racines carrées » respectives de z; et zp.

21 = (2v/2)? (eiif>2 = 2/ =2y2¢1f =22 <£+ i) =2 472i

e\ 2 - 1
22:22 <€7l€> = zé:Ze*’E: (\/75_1§> :\/__i

2) On calcule A puis on utilise la question 1) b) pour trouver les solutions.
a) A=4(2—i)2—12(1—2i) =4(4 —4i —1) — 12+ 24i
=16 —16i —4 — 12+ 24i = 8i = z; = (2})? = (2 + 2i)?
On obtient les solutions :

22— i) +242i 202—1i)—2—2i
2 2

b) A= (1+iV3)?—4(-14+iV/3=1+2i/3-3+4—4i/3=2-2i/3
== (P = (V3-ip
On obtient les solutions :

1+ivV3+v3—i 143 /3-1

=1-2i

=3 et 2zp=

Z1 =

Z1 = 5 = 5 +1 5 et
o LIV VB+i 1-V3 VB4
2 2 ) 2
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EXERCICES

III Trigonométrie

EXERCICE 6

1) cos2a =2cos’a—1 et sin2a =2sinacosa.

2) a) 1+z=1+cosf +isin6.

114 2|% = (1+cos8)?+sin?0 = 1+ 2cosf + cos? § + sin?§ = 2(1 + cos )

0
On introduit ’angle moitié : si 6 €]0; [ alors 5 € ]0 ; %T[

0 0 0
1+c059:1+2c052§—1:2c052§ avec cos 5 >0

0 0
On en déduit alors |1+ z| = {/4cos? 5= 2cos >
( 2
14+cosf 2€08°5
cosa = = = oS =
0 6
2 cos 5 2COS§
Soit & = arg(1 + z), ona alors:
. 2sin ~ cos =
sing= M0 _ 772772
2COSQ 2cos =
\ 2 2

NI

On en déduit alors : arg(l+z) = g 2] et 14z =2cos g e

b) Comme arg(z?) = 2arg(z) = 26, onaalors 14 z?> =2cosfe®.

Z=1+4+z+22=(1+2*)+z=2cosfe® +e"® =e®(1+2cosb)

1 2
ocos@>—§ & 0<9<?7T ona:

|Z| =1+2cosf et arg(Z) =6 [27]

1 27
ocos(9<—§ & ?<9<7'L' ona:

|Z| = —1—2cos6 et arg(Z) =0+ [27]

IV Autour des formules d’Euler et de Moivre

EXERCICE 7

1) cosacosb =

2 4

_|_

1
2 2 2

(ei(a+b+e—i(a+b) pi(a—b) +e—i(a—b)>
2

(eia+eia> <eib+eib> pilatb) 4 pila=b) 4 o—i(a=b) 4 p—i(a+b)
2

_ ! [cos(a +b) + cos(a — b)]
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IV. AUTOUR DES FORMULES D’EULER ET DE MOIVRE

sinacosb = el —e et e B eilatb) 4 pila=b) _ p—i(a=b) _ ,—i(a+b)
- 2i 2 a 4
1 i(a+b _ ,—i(a+b) i(a—b) _ ,—i(a—b) 1
=5 <e 21? 46 Zie =3 [sin(a +b) + sin(a — b)]

2) a) On peut poser a =

PT—H] et bz% & a+b=peta—-b=qg

i(51) P—4q)\ _ p+q P—q .. ptq pP—q
e\ 2 ) x 2cos—2 2 cos > CcoSs > + 2isin > CoSs >

=2cosacosb +2isinacosb

dapres 1) cos(a + b) + cos(a — b) + i[sin(a + b) + sin(a — b)]

= cosp + cosq +i(sinp +sing) = S +iS’

b) On obtient alors: S:2cosp—2i_qcosp;q et S'zZsinp;qcospgq

3) ¢ — (eix)?’ = (cosx + isinx)3

= cos® x + 3i cos? 2

xsinx — 3cos xsin? x — isin® x

cos 3x = Re(e¥) = cos® x — 3 cos xsin® x = cos® x — 3 cos x(1 — cos? x)
= 4cos®x —3cos x

sin3x = Im(e™®¥) = 3 cos? xsinx — sin® x = 3(1 — sin® x) sin x — sin® x
= 3sinx —4sin®x

EXERCICE 8

1) (a+0b)* = a* + 4a%b + 6a%b* + 4ab> + b*.

2) e = (e*)* = (cos x +isinx)*
= cos? x + 4i cos® x sin x — 6 cos? x sin? x — 4i cos x sin> x + sin* x.

cos4x = Re(e*) = cos* x — 6 cos? x sin” x + sin* x

= cos* x — 6.cos? x(1 — cos? x) + (1 — cos® x)?

2 4

= cos*x —6cos?x +6cos*x +1—2cos?x + cos x

= 8cos*x —8cos®x + 1
3) Si X € [-1; 1], on peut poser X = cosx avec x € [0; 7.
8X*—-8X°+1=0 < 8cos*x—8cos?’x+1=0 < cosd4x =0

4x = z—i—an X = E+kz
On a alors : 72.[ & g 27.[
4x = — =+ K27 x=—-= +K=
2 8 2
7
Pour x € [0; 7t[, on retient pour k € {0,1} etk’ € {1,2}: g, 5%, :%T, ?ﬂ

. T 3 57 77
Les solutions sont alors: S = < cos — ; cos — ; cos

8 8 g’ 8
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EXERCICE 9
Un clagsique g+

P 1-
1) a) I;)q R avec q # 1

1-— 2
b) On rappelle que sin2a =2sinacosa et sin’a = %ﬂ

.. 0 i 4 6 0 .. 0 A 0 0 . 29
2isin— X e'2 —ZZSIHE (Cos§+181n§> —2zsm§cos§—25m >
1—cos@

5 >:c056+isin6—1:ei9—1

:isin9—2(

2) a) S1+iS; = i cos(kf) + i i sin(k6)

1 _ pi(n+1)6
— k9 k9 ik _ -
Ig)cos ) +isin( Z e — @
2isin —(n +1)6 e sin —(n +1)6
1) b) 2 2 1o
= 0 = 6 X e 2
2isin§e‘% sini
. (n+1)6
Sin ~———— 10
b) S =Re(S1+1iSy) = ——p — Xcos
sin 5
. (n+1)6
sin ~——5—— 10
Sy =Im(S51 +iSy) = —g X sin7
S E
EXERCICE 10
Linéarisation
1) (a+b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*.
2) Alaide des formule d’Euler :
. eix 4 e—ix 4
cos* x = (T)
B ei4x +4ei2x _}_6_*_46*1'2)( _|_efi4x
B 16
1 [ei4x + o i4x e i2x + e 12x
=3 [# +4 x — + 3}
1 cos4x cos2x 3
= g(cos4x+4cos2x+3) =3 +——t 3
3) On rappelle que / cosnx = s1r:1nx
/75 cost v d — /75 cos 4x n cos 2x N 3 dy — sin 4x N sin 2x N éx 3
0 —Jo 8 2 8 | 32 4 8 o
3 37
(O+O+E) (0+0+0) =7¢
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V. TRANSFORMATION DE A COS X + BSIN X

V Transformation de a cos x + b sin x

EXERCICE 11

On rappelle que acosx + bsinx = Re [e™*(a — ib)]

. . 1 . - 7T ; s
1) e™(1+iV3) =e* x2 <§ +i\/7§> — it 5 215 — 2,i(x+5)

cosx — v/3sinx = Re [26 } :2cos<x+§>
1

2) e (1+1i) = lfo(lerzﬁ

5cosx —5sinx =5 x Re [\/iel i } = 5v/2cos <x+Z)

>: it 5 /36T = \/3ei(E)

eBH(1 — i) = ¢ x \/2 <L2 N %) _ o 5 3 iE = /3013 F)

cos 3x + sin3x = Re [\/Eez(hf%)} V2 cos <3x — %)
e?*(3+iv/3) = e?* x 2¢/3 <\/7§ + %z) — e x 2\/3ei% = 2y/3e!(2FF)

3cos2x — 1/3sin2x = Re [2\/§ei(2x+%)} = 2+/3cos <2x + %)

5) it <% n %z) _ pidx o % <\/7§ +% > i4x o geig _ %ei(4x+7g)

N

1 2 n 2
ﬁ cos4x — — sindx = Re [5 1(4”6)] = 3cos <4x—|— %)
n 1 1
6) ¢! (3 (1—i :ezu—x)xﬁ(__i_) _ (5w 3% = ()
: -1 V2 V2
T_ in(ZE_y) = i(f—x)] = T

cos(3 x>—i—s1n<3 x) Re [\/Ee 12 } \/icos<12 x)

EXERCICE 12
: 2 . 1+cos2x sin2x

cosx(cosx —sinx) =1 < cos“x—sinxcosx =1 < > - =

T
V2

1 1

& E(cos 2x —sin2x) = 5
7T 7T

& Cos <2x + Z> = COS —

& 2cos<2x+%):1 & COS(ZX—}—%):

4
2x+7—T:%+k2n x =k
On obtient les solutions : ;41 - & 7 Lk
2x+Z=—Z—I—k2n X = 4 7T
3
Les solutions dans | — 77 ; 7] sont —%, 0, IN, T

EXERCICE 13

Interprétation géométrique de a cos x + b sin x
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EXERCICES

— —
1) w -OM = (a) (cgsx) =acosx + bsinx
b) \sinx

— =
2) En projetant OM sur w , on obtient :
— — — —
w -OM = ||w || x ||OM || cos <w ,OM) = Va2 + b2 cos(x — o).

Onadonc acosx +bsinx = rcos(x — @)

VI Autour de la racine n-iéme de "'unité

EXERCICE 14

7 2k
a) =1 o 77'( =m & n =2k ndoit étre pair.
. 2k . .
b) e i o Tﬂ = —~ & n=4k. ndoitétre un multiple de 4.
7 2 W2 2k 3
c)e%:—£+l£ & ar_on < 3n = 8k.
2 2 n 4

8 divise 3n, comme 3 et 8 sont premiers entre, d’apres le théoreme de Gauss,
8 divise n. Donc n doit étre un multiple de 8.

1 2
d)enzi—i—i? & %:g & n = 6k. ndoit étre un multiple de 6.

EXERCICE 15

1) 26 = -8 < |z|° =8 et 6arg(z) = 7+ 2k7r
k
& |z| = V2 et arg(z) :%—F?ﬂ
Il y a donc 6 angles distincts correspond aux valeurs de k dans [0 ; 5]

St 7n 3m ln

. ) T
2) On obtient le graphe suivant avec les arguments : 7' 66 3" ¢4

Z] \@

Z2 20
V2 \@
23 Z5

_\@ 24

3) Pour avoir des polyndmes a coefficients réels, ils faut regrouper les solutions
complexes conjuguées. Soit (zo, z5), (z1,24) et (22, 23).
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VI. AUTOUR DE LA RACINE N-IEME DE L’UNITE

EXERCICE 16

1) 22=i & |z]>=1 et 3arg(z) = g+2k7r
T k2w

& |zl =1 et arg(z):€+T

Il y a donc 3 angles distincts correspondant aux valeurs de k dans [0 ; 2]
S = {ei% el e"37n}

2) z* — 2> + 22—z + 1 est la somme des 5 premiers termes d’une suite géomé-
trique de raison (—z) et de premier terme 1 donc avec z # —1

1—(— 5
#2422 z241=0 & —15_22) =0 & z°=-1
22=-1 & [z°P=1 et 5arg(z) = m+ 2kt
T k2m
& |zl =1 et arg(z):g—i—?

Il y a donc 5 angles distincts correspondant aux valeurs de k dans [0 ; 4]

T 3w 7n o 9m
S:{elﬁ;eIS;—l;eZS ;615}

3) (z—i)=(z+i)* & <Z§)4:1

On pose Z = z—_:, l'équation devient Z* =1

On trouve alors 4 solutions: 1,71, -1, —i.

Onrevientaz:

el ol & z—i=z+i & 0z=2i impossible
z+i
z—1 . . : .

3 =i & z—i=iz—1 & z_1-i)=i-1 & z=-1
zZ41
z—1 . :

o —— —-1 & z—i=-—2z41 & z=0
zZ+1i

e Tl e i s iz —iz41 & z(1+i)=14+i & z=1
z+i

Il y a donc 3 solutions S={—1;0 ; 1}
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4) La somme des racines 5-ieme de 'unité est nulle donc :
2 4 6 -8 2 4 4 -2
T+elT +elF 4el5 465 =0 & 1465 46l 475 46775 =0

27T 27T 47T <477 2 4
14 (1% 40715 4 (e 4o%) =0 & 1+2cos§+2cos?n=0 &

2 2 2 2
1+2c05§+2(2coszg—1) =0 < 4coszg+2cos?ﬂ—l =0

2
On pose X = cos ?ﬂ avec X > 0, I'équation devient :

4X? 42X —1=0, oncalcule A =4+16=20= (2v/5)?

. . 2r ~ —2+2V5  V5-1
La racine positive est X = cos 5= 3 =

EXERCICE 17

Construction d’un pentagone régulier

1) 1+2a+2b =0 voir exo précédent.

1
2) De la transformation produit somme: cosxcosy = > [cos(x +y) + cos(x — y)]
cos4—7-[cosz—7t—1 c0s6—n—|—cosz—n —1 cos—4—n—|—cosz—n —1 cos4—n+cosz—n
5 5 2 5 5) 2 5 5) 2 5 5
1
On a donc abzz(a+b)
1
142a+2b=0 & 2(a+b)=-1 & a+b:—§
4 q0es 1 1
On en déduit alors que ab = E(a +0b) = ~7
: 2 2, 1 1
a et b sont alors solutionsde X*— (a+b)X+ab=0 & X +§X_Z:O
5-1 —v5—-1
Comme a>0 etb<0 onobtient:a:\/—4 et b:\/—T

1 1
3) Soit les points A(_Z; O) et B(O; E)

1\* [/1\* 5
On a alors AB_\/(_Z) —|—(§> =

1\ 2
Le cercle ¢ de centre A et de rayon AB a pour équation : (x + —) +y? = >

4 16
¢ coupe 'axe des abscisses pour y = 0, on trouve alors deux points C; et C,
d’intersection d’abscisses respectives :

1 5 \/5—1:[Z

- = - <:> g
x1+4 1 X1 1
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VII. ECRITURE COMPLEXE D’'UNE TRANSFORMATION

1 V5 —v5-1
:T:b'

Rty =Ty o0

On obtient alors les points d’intersection avec 4" en tragant les perpendicu-
laires a I’axe des abscisses en C; et Cs.

EXERCICE 18

1) Les racines 4-iéme de 'unité sont: 1,71, —1, —i.

2) (1—2i)* =1—4(20) +6(20)> —4(20)3 + (2i)* =1—8i — 24 +32i + 16
= —7 + 24i.

4
3) zt=-74+24i & =(1-2) & (1521') =1.

On utilisant les racines 4-iéeme de 1'unité, on obtient les 4 solutions suivantes :

'1—221':1 o oz=1-2i

Z . .
.1—21':1 & z=2+41

Z .
° 1_21,:—1 & z=-142i
.1_221,:—1' & z=-2-1)

VII Ecriture complexe d’une transformation

EXERCICE 19

1) Translation de vecteur (3 — i)

2) Homothétie de centre O et de rapport k =5
3) Réflexion d’axe (Ox).

4) Symétrie de centre O.

5) Quart de tour direct de centre O.

6) Réflexion d’axe (Oy).

7) Quart de tour indirect de centre O.

8) Rotation de centre O et d’angle 6 = g
9) z/ = e’ z. Rotation de centre O et d’angle § = g
10) Rotation de centre O et d’angle 6 = —%.

11) 2 —i = et (z — i). Rotation de centre A(i) et d’angle § = %
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