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1. DERIVEE DE LA COMPOSEE

1 Dérivée de la composée

1.1 Définition

Defivition | = Fonction composée de f par g

Soit les fonctions f et ¢ définies respectivement sur Dy et D, tel que f (D f) C Ds.
On appelle g o f définie sur D¢ par: go f(x) = g[f(x)]

Remargue : Celarevienta appliquer successivement la fonction f et la fonction g.

x—L oy = fx) —5 2 =g(y) = g [f(0)] =g o ()

Cela nécessite la condition f (Df) C Dy, i.e.: Vx € Dy, f(x) € Dy.
Il faut donc parfois réduire 'ensemble D¢ pour avoir cette condition. Par exemple,

soit les fonctions f et g définies respectivement par f(x) =x+3 et g(x) =Inx.
La fonction g o f est telle que go f(x) = In(x+3)

La fonction f est définie sur IR, mais comme on applique ensuite la fonction In, il
est nécessaire d’avoir f(x) > 0,soitx+3 >0 < x> —3.
On réduit donc Dy a | — 3 ; +o0]

/\ Lacomposée de deux fonctions n’est pas une opération commutative. En effet
dans la plupart des cas go f # f o g comme sur I'exemple suivant :

Soit les fonctions f et g définies sur R par: f(x) =x—2 et g(x) = 4x + 3.
Les deux fonctions étant définies sur IR, les fonctions g o f et f o g sont donc aussi
définies sur R. On a alors :

gof(x) =g(x—2)=4(x—2)+3=4x-5
fog(x)=f(4x+3)=(4x+3)—2=4x+1

Exemple : Décomposer les fonctions f1, f> et f3 suivantes en fonctions élémen-
taires en précisant leur ensemble de définition :

1
filx) = 3r_1 fo(x) = V4 —x2 f3(x) = In(e* +2)
1
e f; est définie sur R — {5} et 'on décompose f; =hog avec:

g(x)=3x—-1 et h(x)= %
e f; est définie sur [—2; 2] et1’on décompose f, =kohog avec:
g(x)=x>  hx)=4-x et k(x)=+x
e f3 est définie sur R et 1'on décompose f3 =kohog avec:
gx)=e"  h(x)=x+2 et k(x)=Inx

Remargue : La composition de fonctions est une opération associative :

ho(gof)=(hog)of=hogof
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1. DERIVEE DE LA COMPOSEE

1.2 Variation d’une fonction composée

Théoreme | : Soit les fonctions f et ¢ définies respectivement sur [ et f(I).
e Si f et ¢ ont méme variation resp.t sur I et f(I) alors la fonction g o f est
croissante sur L.

e Si f et ¢ ont des variations opposés resp. sur I et f(I) alors la fonction g o f
est décroissante sur I.

Deémonstration : Nous ferons la démonstration pour une fonction f croissante
sur I et une fonction g décroissante sur f(I).

festcroissantesurI: Vxi,xp €, x1 <xp = f(x1) < f(x2)

g est décroissante sur f(I) :
Vi(x1), f(x2) € f(T), f(x1) < flx2) = glf(x1)] > glf(x2)]
Onadonc: Vxy,xp €1, x1 <x2 = g[f(x1)] > glf(x2)]

La fonction g o f est décroissante sur L.

Exemple : Soit la fonction 1 définie sur | — co; 1] par h(x) = V1 — x
1) Décomposer I en deux fonctions élémentaires.

2) Déterminer les variations de /.
gobgobgogoboobooboobodonb
1) La fonction h se décomposeen go f,avec: f(x) =1—x et g(x)=+/x

2) On sait que la fonction :
e f estdécroissantesur | —oo; 1] et f(] —o0; 1]) = [0; +o0]

e g est croissante sur [0 ; +oo]

d’apres le théoreme des fonctions composées, h est décroissante sur | — oo ; 1]

A\ Il n’est donc pas nécessaire pour ce cas particulier de déterminer le signe de
la dérivée pour connaitre les variations de la fonction h.

1.3 Le théoreme

Théoreme 2 : Soit u et v deux fonctions dérivables respectivement sur les
intervalles I et J tel que u(I) C J.
Soit la fonction f définiesurIpar: f =vou

La fonction f est dérivable surIet: f' =u' x v’ ou.

Deémonstration : Soit 4 un point de I et x un point de I du voisinage de 4.
Calculons le taux de variation de la fonction f en a.
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1. DERIVEE DE LA COMPOSEE

f(x) = fla) _wvou(x) —vou(a) _ ovfu(x)] —vu(a)]  u(x)—ula)

X—a Xx—a u(x) —u(a) X—a

Onpose X =u(x) et A=u(a), onadonc:

f(x) = fa) _o(X) —v(A)  u(x)—u(a)

xX—a X—-A xX—a
Sur Ila fonction u est continue car dérivable, donc lign X = lign u(x) =u(a) = A.
X—a X—a

Comme u et v sont dérivables respectivement sur I et ], on passe a la limite :

)%ig}q % =9 (A) | Par produit, on a:
lim u(x) —u(a) _ i (a) )lcig;w =u'(a) x v'(A)
X—a X —a

La fonction f est dérivable en tout point de I, comme A = u(a), on a alors :

fl=u xvou.

1.4 Applications

-1
e Déterminer la dérivée de la fonction f(x) = cos ( 23; T 1>

x—1
On décompose la fonction f en: u(x) = 2x +1
v(x) = cosx
1
La fonction u est une fonction rationnelle donc dérivable sur R — {— 5 }

La fonction v est dérivable sur R. .
La fonction f est donc dérivable sur R — {_E } On dérive alors la fonc-

tion f :

P =) x o out) = EHRE D  [gin (221)]

= -3 sin x—1
- (2x +1)2 2x +1

2+1
e Soit la fonction f définie pour tout x # 1 par: f(x) = J;j_ ]
a) Calculer la dérivée f’ de la fonction f.
b) En déduire la dérivée des fonctions g et /i suivantes :
x+1 xt+1
g(x) = Vi1 et h(x)= o

2x(x—1) — (x24+1) x*—2x-1

a) On dérive la fonction f: f'(x) = x—1)7 R
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2. DERIVEES SUCCESSIVES

b) On décompose alors les fonctions g et i a1’aide de la fonction f et d'une
autre fonction élémentaire.

x+1  (Vx)r+1
Vi—1 Jx—1

On pose alors les fonctions u et v définies par : u(x) = /x et v(x) =
2
X

A1 ()41
et h(x)= 21" 02 -1

g(x) =

Onadonc: g=foueth=fov
Ensembles de dérivation :

g estdérivablesur |0; 1[ U |1;+oo]
h est dérivable sur R — {—1; 1}

On dérive alors les fonctions g et 1, a 'aide de la composée de fonc-
tions :

1 ><(\/5)2—2\/}—1_ x—2y/x—1
2y/x (Vx-1?2  2x(y/x-1)?
(x2)? —2(x?) =1  2x(x*—2x2—1)

H(x) =0'(x) x flou(x) = 2x x (@) -1 (2_1p

§'(x) = u'(x) x frou(x) =

2 Deérivées successives

2.1 Définition

Defivition 2 : Soit une fonction f dérivable sur 2. Sa fonction dérivée f’ est
appelé dérivée premiere (ou d’ordre 1) de la fonction f sur 2.

Lorsque f’ est elle-méme dérivable sur 2, sa fonction dérivée, notée f”, est appelé
dérivée seconde (ou d’ordre 2) de la fonction f.

Par itération, pour tout naturel n > 2, on définit la fonction dérivée n-iéme (ou
d’ordre 1), notée f(") comme étant la fonction dérivée de la fonction dérivée

d’ordre (n — 1), soit:
£ = ( f<n1>)’

EX&MPIQ. : Déterminer les dérivées d’ordre 1, 2 et 3 des fonctions suivantes :
o fx)=x>—2x2 +x—1
flix)=3x>—4x+1 , f'"(x)=6x—4 , fOx)=6
e 9(x) = cos2x + sin2x
¢'(x) = —2sin2x +2cos2x , g¢"(x) = —4cos2x —4sin2x = —4¢(x)

g(3)(x) = 8sin2x — 8cos2x = —4 ¢'(x)
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2. DERIVEES SUCCESSIVES

2.2 Relation de récurrence
Soit la fonction f définie sur | —1;4oo[ par: f(x) =In(x+1)

a) Calculer les dérivées d’ordre 1, 2, 3 et 4. En déduire une conjecture quant a la
la dérivée d’ordre n.

b) Démontrer par récurrence cette conjecture.
Ooooooodooooooooooooonan

V=g W 0=

2x3
f(4)(x):—m

On s’apercoit que les dérivées successives ont alternativement un signe « 4 »,
quand l'ordre de la dérivée est impair, et un signe « — », quand l'ordre de la
dérivée est pair. La puissance au dénominateur augmente de 1 a chaque fois
que 'on dérive. La puissance est liée a 'ordre de la dérivée. Le coefficient du
numérateur est quant a lui multiplié, a chaque dérivation, par la puissance du
dénominateur. On peut raisonnablement conjecturer que :

(—=1)" 1 (n—1)!
(x+1)"

vn e N¥, f00) =

(—=1)" 1 (n—1)!
(x+1)"

b) Soit la propriété 2, pourn >1: f1) =

1 (—1)%0!

x+1  (x+1)
est vérifiée. La proposition est initialisée.

Initialisation : Pour n = 1, f'(x) =

. La proposition %%,

(—=1)" 1 (n—1)!
(x+1)"

Hérédité : Soit n € IN*, supposons que f (n) —

(=1)"n!

, montrons

alors que f("*1) =

1Y) n
On rappelle que (ﬁ) =

Sil’on dérive f("), on obtient alors :

()" tn—-1)!xn _ (=1)"n!

f(n+1) - —
(x+ 1) (x + 1)

La proposition est héréditaire.

—1)" 1 (n—1)!

Par initialisation et hérédité : Vn € IN*, f (m) = ( (x +1)"
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3. DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

2.3 Interprétation de la dérivée seconde

la courbe %f est convexe.

(gf est dites concave.

Lorsque la dérivée seconde s’annule en x
d’abscisse x = a4 un point d’inflexion, c’est a dire que d"un c6té du point A la
courbe ¢ est au dessus de la tangente et de l'autre c6té en dessous.

Defivition 3 : Lorsque la dérivée seconde f d’une fonction f est positive sur

I, 1a fonction dérivée f’ est alors croissante. La courbe ¢ de la fonction f est alors
toujours au dessus de sa tangente en un point quelconque de I. On dit alors que

Dans le cas ot la dérivée seconde est négative, la fonction dérivée f’ est alors
décroissante. La courbe ¢ est alors toujours au dessous de sa tangente, la courbe

a, la courbe possede au point A

La courbe est ¢
dessous de la tai
gente f”(x) <0

Concave

Convexe
La courbe est au
dessus de la tan-
gente f”(x) >0

Y

/

Point d’inflexion

f'(a) =0

3 Dérivée de la fonction réciproque

3.1 Fonction réciproque d’une fonction monotone

Théoreme 3 : Soit une fonction f monotone de I dans f(I) =]J. La fonction

f définit alors une bijection de I sur J. La fonction f admet alors une fonction
réciproque, notée f !, monotone de J dans I telle que :

y=fx) & x=f"'(y)
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3. DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

Exemple :

e La fonction carrée est monotone (croissante) de R dans R.
Elle admet donc une fonction réciproque de Ry dans IR qui est la fonction
racine carrée.

e La fonction exp est monotone (croissante) de R dans R*.
Elle admet une fonction réciproque de R* dans IR qui est la fonction In.

e La fonction sinus est monotone (croissante) de [—g ; g] dans [—1; 1].
Elle admet donc une fonction réciproque de [—1 ; 1] dans —% ; %} qui

est la fonction arcsin ou sin™ 1.

P\w,b_riété ) : On alesrelations suivantes :
Vel flof(x)=x et VxecJ, fof l(x)=x

Exemple : On retrouve ces relations avec les fonctions exp et In, en effet :

Vx € R, Ine* =x et Vx € RY, ¥ =«

A\ 1l faut faire attention aux ensembles sur lesquelles ces relations sont définies.

Théoréme 4 : Soit une fonction f monotone de I dans f(I) =].

Les fonctions f et f~! ont méme variation respectivement sur I et J.

Deémonstration : Dans le cas ol f est croissante sur 1.

Raisonnons par I’absurde. Supposons que f~! est décroissante sur J. On a alors :

f croissante
=

YLy €5 i <y2 = f ') > f ()

= V1>

fofHy)>fof(v2)
Cela est contradictoire donc f ! est croissante sur J.

3.2 Représentation graphique

Proprietée 2 : La représentation graphique de la fonction f ~1 est symétrique,

par rapport a la premiére bissectrice (droite d’équation y = x), a la représentation
de la fonction f.
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3. DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

Y

3.3 Dérivabilité

Theoreme S : Soitla fonction f monotone et dérivable de I dans f(I) = J et si

f'(x) # 0sur I, alors sa fonction réciproque f~! est dérivable de J dans I et :

(f_1>, - Iz olf—l

A L'hypothese f'(x) # 0 estimportante en raison du dénominateur pour ( f _1)/

Exemple :
e Onretrouve la dérivée de la fonction In en connaissant uniquement la fonc-
tion exp. Comme la fonction In est la réciproque de la fonction exp, on a

alors : , , ,
In'(x) = — ==
exp’ o ln(x) exp oln(x) «x
e Soit la fonction sin qui est croissante de [ ] su ]. Elle admet
7'L' T
une fonction réciproque, arcsin, croissante de [ ; 1] sur [_E ; E}

. . L T T . . .
La fonction sinus est dérivable sur [_E ; E] et sin’ = cos qui est stricte-

. T
mentposmfde]—a; E[SW] —-1; 1]
La fonction arcsin est donc dérivable sur | — 1; 1] et
. 1 x 1 1
arcsin’ (x) = , = = :
cos o arcsin(x) \/ 1 — sin®[arcsin(x)] Vi-x
*car cos?x =1 —sin?x et comme cosx>0,ona: cosx = /1 —sin®x
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