DERNIERE IMPRESSION LE 27 février 2017 a 16:17

Complements sur lintégration et

les P\rimitives

I Calcul de primitives

EXERCICE 1

Fonction trigonométrique

2 5

On pose pour tout réel x, f(x) = cos” xsin’ x

1) Al’aidedelarelation: cos?x+sin®x = 1, exprimer sin* x en fonction de cos x.

2) En déduire une primitive de f sur R

EXERCICE 2
2 dx
Onpose K = R
P V2 V/x2—1

1) Soit f la fonction définie sur |1 ; +oo[ par: f(x) =In(x + /x> —1)
Calculer la dérivée de f.
2) En déduire la valeur de K.

EXERCICE 3

X
-1
et g(x):e :
e*+1 e* +1

1) Transformer les fonctions f et ¢ en somme de deux fonctions dont on connait

une primitive.
2 ex -1
dx et :/‘ d
xet | o1 X

Soit les fonctions f et ¢ définies sur R par: f(x) =

2
2) Calculer alors: [ = /
0 e*+1

IT Fonctions rationnelles

EXERCICE 4
1
Soit la fonction f définie sur |1 ; +oo[ par: f(t) = HZ=1)
1) Déterminer les trois réels a, b et ¢ tels que pour tout ¢ €]1 ; +oc0], on ait :

a b c
ﬂ”_?+i—1+t+1

2) En déduire une primitive de f sur |1 ; 40|

EXERCICE 5

1

Soit la fonction f définie sur x € R — {—1; 5} par: f(x) = P P
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EXERCICES

a+b
x+1 x-5

1) Déterminer deux réels a et b tels que :  f(x) =

o 2 dx
2) Calculer I'intégrale I = /0 P —

EXERCICE 6

f désigne une fonction rationnelle définie sur un intervalle I. Déterminer une
primitive de f a l'aide de la décomposition proposée.

1) f(x) = 4x—|—5

x+1
: b
Ecrire f(x) sous la forme: f(x) =a-+ T

et I=]|1;+o0].

2x2 —3x — 4

2) f(x) = — 5 ¢ [ =]2; +ool.

Ecrire f(x) sous la forme: f(x) = >

III Intégration par parties

EXERCICE 7

Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d"une intégration par parties.

e T
1) I:/ xInxdx 3) I:/ (x — 1) cosxdx
1 0

1 1
2) I:/ b2t dt 4) 1:/ Vx + 1dx
0 0

EXERCICE 8

Trouver une primitive F des fonctions f suivantes définies sur I a I'aide d'une
intégration par parties.

1) f(x) =Inx?, 1=]0;+oo]

2) f(x) =(2x+1)sinx, I=R
3) f(x) =x°Inx, 1=]0;+oo]
4) f(x) =23, 1=R
EXERCICE 9

Trouver une primitive F des fonctions f suivantes définies sur I a 1’aide de deux
intégrations par parties successives.

1) f(x):lnzx, I =]0; +-o0|
2) f(x) =e “Fcosx, I=R
3) f(t):(x—i—l)zezx, [=R
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IV. SUITE DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

4) f(x) = x?sinx, I=R

EXERCICE 10

2 dx

V2 Vx2 -1
2

Soit | = /f vV x2 —1dx.
2

Démontrer que | = / ? _xdx - K
1 V2 Vx?—1

Calculer | al’aide d"une intégration par partie et de la valeur de K.

On donne K = =In(2+V3) —In(v2+1)

IV Suite définie par une intégrale

EXERCICE 11

1
Soit la suite (I,,) définie sur N par: I, = / x" el du.
0

1) On se propose d’étudier la fonction définie sur R par: f(x) = xe' .

a) Etudier les variations de f et préciser ses limites en +o0 et —co.
b) Calculer I
2) On se propose d’étudier la suite (I,).

a) Etablir que, Vx € [0; 1], ona: x" < x"el =% Leat, puis prouver d’enca-
drement suivant :

En déduire la limite de I,,.
b) A l'aide d’une intégration par parties, établir que : (n+1)I, = 1+ I, ;1
3) On se propose d’étudier la suite (u,) définie sur N* par u,, = n!e — I, dans
le but d’établir que le nombre e n’est pas un rationnel.

a) Calculer uq, exprimer u, 1 en fonction de u, puis en déduire par récurrence
que, pour tout entier n > 1, u, est un entier.

b) Déduire de I'encadrement obtenue en 2) a) que n'!e = u, + I, n’est pas
un entier.
c) Ensuppose qu'il existe des entiers p et g strictement positifs tels que e = P,

n!E

Montrer que pour n > g, le nombre est entier, et a ’aide de la question

précédente, en déduire une contradiction.
En déduire alors que le nombre e n’est pas un rationnel.

EXERCICE 12
e

On pose, pour toutn € N, I, = / x(Inx)" dx
1

1) Calculer I et I.

2) A l’aide d’une intégration par parties, exprimer I,, . en fonction de I,,.
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EXERCICES

3) Calculer alors I, pourn <5

EXERCICE 13

Déterminer une primitive sur |0 ; +oo[ de la fonction f définie par : f(x) =
x*Inx avecn € IN

EXERCICE 14

La formule de Wallis

T

Soit n un entier naturel. On pose : I, = / * sin” x dx
0
1) Calculer Iy et I.

2) Alaide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout # > 2, ona:

1
L, ="

In—2 (1

3) En déduire Dy, I3, I4 et Is.

4) Démontrer par récurrence que :

1><3><5><...><(2n—1) 7T
a)pOUrTl}l/IZn: 2><4><6><.--><(211) XE
2Xx4x6x---x(2n) 1

21, byy1 =
b) pourn > 1, I, 1><3><5><...><(2n_1)><2n—|—1

+1

s : .
5) a) Pour x € [0 ; E]' comparer sin” x et sin""" x.

En déduire que la suite (I,;) est décroissante.
b) A l'aide de I'égalité (1), établir alors 'encadrement :

n
n+1

Ii1<Iy<I,—, pourn=1

I
¢) En déduire que lim il g,
n—-+too 121’1

6) Démontrer la formule de Wallis : lirjrg wy, = %, avecpour n > 1:
n——+oo

o 2x4x6x - x (2n) ZX 1
" \1x3x5x---x(2n—1) 2n +1

(2n +2)?
n+1)(2n+3) "

Déterminer, a l'aide d’un programme sur votre calculatrice, 'entier n pour

7) Montrer que w1 =

G _ T
lequel w, se situe & moins de 102 de la valeur 5 La convergence est-elle

rapide?
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V. CHANGEMENT DE VARIABLE

V Changement de variable

EXERCICE 15

Soit I:/4ﬂdx
o 1+ cos?x

N

dt
1) On pose t = sinx, montrer alors que I = / PR
0 —_

1_a+b
2—-8 V2t 2+t

2) Déterminer les réels a et b tels que :

3) Déterminer alors I.

EXERCICE 16

3In2 dx

Soit I =
In3 +/1+¢€*
2t
1) Onpose t= +/1+¢e*, montrer que dx = 71 dt
2) Montrer que : I—/3 LI dt
wes = L \r=1
3) Déterminer alors I.
EXERCICE 17
1
Soit la fonction f définie sur |1 ;4+oo[ par: f(x) = Y1)

On note une primitive F de f par: F(x) = /f(x) dx etl’'onpose t= x*.

a) Montrer que F(x) = }Lln (%)

b) En déduire 'expression de F(x) en fonction de x.

EXERCICE 18

Effectuer les changements de variables proposés pour calculer les intégrales sui-
vantes

1
1) I:/O mdx avec x = tant

On rappelle que si f(t) = tant alors f'(t) =1+ tan®t

3 x
2 :/ dx avec t=+v1+x
)] 0 vVx+1
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EXERCICES

VI Calculs approchées d'une intégrales

EXERCICE 19

1 2
Soit : I:/ e ¥ dx.

0
Calculer par un algorithme une approximation de I :
1) par la méthode des rectangles (Riemann) en encadrant 'intégrale par 10 rec-

tangles de méme largeur minorants et majorants respectivement l'intégrale ;

1
2) par la méthode des trapézes avec un pas de 10

3) Comparer ces approximations avec la valeur approchée I ~ 0,746 824 133 0

EXERCICE 20

1
Soit: I = / V1+x*dx.
0
Calculer par un algorithme une approximation de I :

1) par la méthode des rectangles (Riemann) en encadrant 'intégrale par 10 rec-
tangles de méme largeur minorants et majorants respectivement l'intégrale ;

1
2) par la méthode des trapézes avec un pas de 10
3) Comparer ces approximations avec la valeur approchée I ~ 1,089 429 413

VII Existence de primitive

EXERCICE 21

On a vu en terminale que toute fonction f continue sur un intervalle I admet une
primitive F sur I. Qu’en est-il des fonctions qui ne sont pas continue ?
Cet exercice permet de constater que le probléeme n’est pas si simple.

f(x)=1six#0
f(0)=0

On suppose que f admet une primitive F sur R

1) Soit la fonction f définie sur R par : {

a) Quelle doit étre la forme de F sur | — oo ; 0] et sur |0 ; +o0]
b) Comme la fonction F doit étre dérivable en 0, montrer que F/'(0) = 1

c) Conclure alors sur I'existence d'une primitive F sur IR.

F(x) = x?

F(0) =0

1
1 0
2) Soit la fonction F définie sur R par : St X six 7

a) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée f. On traitera a part
le point 0.

b) Montrer que f n’est pas continue en 0.

Conclusion : On vient de voir deux fonctions non continues en 0 dont I’'une n’ad-
met pas de primitive et I'autre qui en admet une.
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VIII. VOLUMES DE SOLIDES DE REVOLUTION

VIII Volumes de solides de révolution

EXERCICE 22

Calculer le volume du solide obtenu y

par révolution autour de l'axe (Oz)

du domaine compris entre le segment y =¥inz

d’équation y = z et le morceau de |

sinusoide d’équation y = sinz, pour
T

0<z<K 5

Y

NI

EXERCICE 23

Soit k un réel strictement négatif.

Calculer le volume Vj, du solide obtenu par révolution autour de I'axe (Oy) du
domaine Dy limité par les axes de coordonnées (Ox) et (Oy), la droite d’équation
y = k et la courbe représentative de x — Inx.

Etudier lim vy
k——o0

EXERCICE 24

On perce un trou cylindrique a travers une sphere, ’axe du cylindre passant par
le centre de la sphere.

Quel est le volume du solide restant sachant que ce solide est de hauteur 2a.

Aide : L'axe (Oz) étant I'axe du cylindre, montrer que la section du solide par le
plan de cote z est une couronne d’aire 7(a> — z?) ou l'ensemble vide.
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