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1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

1.1 Définition

Defivition | : On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre
(E) sur un intervalle I, une équation qui peut se mettre sous la forme :
(B) : ¥ +a(x)y =b(x)

o1 I'inconnue y est une fonction de x dérivable que I'on cherche a déterminer et
ot a et b sont deux fonctions continue sur un intervalle I

Exemples :
e (E): v+ %y = x équation différentielle du premier ordre.

e (Ez): ¥y =0b(x) équation différentielle du premier ordre incompléte en y.

e (E3) : ¥/ — 2y = 0 équation différentielle du premier ordre a coefficient
constant sans second membre ou incomplete en x.

e (E4) : ¥ +xy = 0 équation différentielle du premier ordre sans second
membre ou homogene.

1.2 Résolution de I’équation incompléte en x

Théoreme | : Les solutions de 'équation différentielle 1’ = b(x) incomplete

en y sur I sont toutes les fonctions y : x +— B(x) ou B est une primitive de la
fonction b sur L

Remargue : Larésolution de ces équations revient a la recherche d"une primitive
de b sur L

Exemple : Les solutions de I'équation y' = sur | — 1 ;+oo[ sont les

fonctions F: x—In(x+1)+k ot ke R

x+1

1.3 Résolution de I’équation homogene

Théoreme 2 : Soit a(x) une fonction continue sur un intervalle 1.

Les solutions de l’équation différentielle homogene : i’ +a(x)y = 0, sont toutes
les fonctions y: x — ke~ A1), avec A une primitive de asurI et k € R

Deémonstration : Par double implications
e Montrons que les fonctions de la forme y(x) = ke~4(*) sont solutions de
I’équation homogene.

Y (x) + a(x)y(x) = —kA"(x)e=AE) 4 a(x)ke= AW A=a o
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1.4 RESOLUTION DE L’EQUATION LINEAIRE

e Réciproquement, soit y une solution de 1’équation homogeéne.
Soit la fonction z définie sur I par: z(x) = y(x)eA¥). On dérive la fonction
z:

X X A= X X
Z(x) =y (x)e) 4+ y(x) A’ (x)e) T=T Y (0)eA) 4y (x)a(x)et)

La fonction z est constante et 'on pose z(x) = k, d’out y(x) = =
ke=A),
Exemples :
e Les solutions de 'équation 2y’ +3y =0 < y' + gy =0,

sont les fonctions y(x) = ke 3%
e Les solutions sur | — 1 ;+oo[ de I'équation (x+1)y +y=0 < vy +

1 _ : — Jp—In(x+1) _
x_l_ly—O, sont les fonctions y(x) = ke =701

1.4 Résolution de I’équation linéaire

Théoréme 3 : Probléme de Cauchy

Soit a et b deux fonctions continue sur un intervalle I. Soit x et 1o deux réels.
/
+a(x)y =b(x
Le systeme / )y ( ) o
Yo = y(xo) condition initiale

admet une unique fonction solution y sur I

Deémonstration : Soit A une primitive de la fonction a sur L.
Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions x +— ke~ 4%, k étant
une constante.

La méthode de résolution du probléeme de Cauchy consiste a faire « varier » la
constante k. Cette contradiction apparente constitue « ['astuce » de la démonstra-
tion.

On pose alors : y(x) = k(x)e 4(), L'équation y + a(x)y = b(x) devient alors :

K (x)e= 40 — k(x) A’ (x)e= 45 + a(x)k(x)e 4D = p(x) 45"

K (x)e™ ) — k(x)a(x)e™ ™ +a(x)k(x)e 2 = b(x) <
K(x)e 20 = b(x) & K(x)=b(x)er®

k est donc une primitive de la fonction be”. Cette primitive existe bien car la
fonction be” est une fonction continue sur I comme produit et composée de fonc-
tions continue sur L.

La condition initiale : 1o = y(xy) < yo = k(xg)e 40 o k(xy) = yoeA*)

Le systéme admet donc une unique solution y = ke=* telle que k est la primi-
tive de be qui vérifie k(xq) = yoe?(*0)
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1.4 RESOLUTION DE L’EQUATION LINEAIRE

Théoreme 4 : Linéarité
Soit a et b deux fonctions continues sur un intervalle I. Soit A une primitive de la
fonction a.

Les solutions de 'équation différentielle (E) : y' + a(x)y = b(x) sont les fonc-
tions y tels que : ¥ = Ypart + ke=4, ot Ypart est une solution particuliere de
I’équation (E) et k un réel.

EeMAv'%)e : Pour trouver toutes les solutions de 1’équation (E), il suffit de trou-
ver une solution particuliere et de lui ajouter la solution générale de 1"équation
homogene. Pour trouver cette solution particuliere on utilisera la méthode de la
«variation » de la constante.

Exemple : Déterminer sur I =] —1; +oo[, la solution de I'équation différentielle
(E): (x+1)y +y=6x(x+1) quis’annuleen 1.
e Solution générale de 1’équation homogene.

1
On met I"équation homogene sous la forme standard : ' + Pl A 0

1
Un primitive sur I de a(x) = » est A(x) =In(x+1)

+1
La solution générale de I’équation homogene est : y(x) = ke~ I+ =
k
x+1

e Solution particulieére.

On met (E) sous la forme standard : y’ + XL-Hy = 6x

A l’aide de la variation de la constante, on a :
K (x) = b(x)er™) = px ™) = 6x(x 4 1) = 6x2 + 6x
On peut alors choisir pour la fonction k : k(x) = 2x> + 3x2

Une solution particuliére de (E) est donc ypart = (2x° + 3x2)e~ In(x+1) —
2x3 + 3x?
x+1

e L'ensemble des solutions y de 1’équation (E) sur I est donc:

_2x3+3x2+ ko 23 4+3x%+k
o x+1 x+1 x+1

y(x)

e La solution qui s’annule en 1 est telle que :

2+3+k
1 = _— = = —
y(1)=0 < P 0 & &k 5
La solution de l'équation (E) qui s’annule en 1 est telle que : y(x) =
2x% +3x2 -5
x+1
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1.5 RESOLUTION DE L’EQUATION LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

1.5 Résolution de I’équation linéaire a coefficients constants

Théoreme S : Soita et b deux réels.

Les solutions de I’équation différentielle : y’' + ay = b sont les fonction y de la
forme :

() = ke + 2

Démonstration :
e La primitive A d’une constante a est définie par A(x) = ax.

e Une solution particuliere de I’équation y’+ay = b estla fonction constante

Ypart = a car y{oart + aYpart = 0+ax 2 =b

e Les solutions de 'équation sont : y(x) = ke ™A() + ypa = ke ™% + Z

Exemple : Déterminer la fonction y, solution de I’équation y’ 40,5y = 1 et telle
que: y(0) = 3.
Les solutions sont donc de la forme : y(x) = ke 0¥ 42

Sil’on cherche la solution particuliere qui correspond a y(0) = 3, on obtient alors
k = 1,1a solution est donc y(x) = e % 42

Sil’on veut visualiser 'ensemble des solutions ainsi que la solution particuliére,

L/

1.6 Application a la physique : circuit RL et RC

>

Y

Le circuit ci-contre comprend une bo-

bine d’induction L, une résistance R. \
L’origine du temps est a la fermeture du
circuit.
—— E L
1
R
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1.7 EQUATIONS SE RAMENANT A y'—ay=b

On suppose que pour t = 0 l'intensité I est nulle. La f.e.m. aux bornes du circuit
est constante et égale a E (en volt). Des que l'interrupteur est fermé, un courant
croissant i(t) commence a circuler, il est contrarié par la f.e.m. auto-induite par la
bobine et s’établit progressivement. D’aprés la loi des mailles, nous avons a tout
instant f (t > 0) :

(Eq) : Li'+Ri=E

a) Résoudre cette équation différentielle. Trouver la fonction i telle que i(0) = 0.

b) Donner I'allure de cette fonction i et préciser les régimes transitoire et établi.

guobguobgooboouobouobooboon

a) (Eq) est une équation différentielle linéaire du 1°" ordre a coefficients constants.

R E
e On met (Eq) sous la forme standard : i’ + fi =7
. . R E
e Les solutions i de (Eq) sont de la forme, avec a = T etb = T
b R, E
i(t) = ke + - =ke L'+ —.
i(t) = ke™ + o = ke + R . ]
e Condition initiale: i(0) =0 < k-+ R 0 & k= R
. : . E _R
Le courant i en fonction du temps est donc: i(t) = R (1—e L
S . e E A
b) La fonction i croit puis se stabilise a R ME/R
On peut définir : 08E/R |
e le régime transitoire entre les ins-
5L
tants t =0 et t = — 0.6E/R
K 5L
e le régime établiau deladet = R V4E/R ]
La bobine retarde l'établissement du  (,;z |
courant.
O 1L‘/R ZL‘/R 3L‘/R 4L‘/R 5L‘/R’

1.7 Equations se ramenanta y—ay=>b

On considere les équations différentielles suivantes :
(E1) : vV —2y=1—6x et (E2) :y =y(5—y)
1) Montrer que (E;) admet une solution affine puis résoudre (E;).

: . : . 1
2) Déterminer les solutions strictement positives de (E;) en posant z = —.
Yy

gobguobgobgooboobooboonb

1) On pose ypart une fonction affine qui vérifie 1'équation (E1) : ypart(x) = ax + b.
Comme la fonction ypart doit vérifier (E1), ona:

yi)art(x> - 2ypart(x) =1—6x & a—2ax—-2b=1—-6x &
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2)

—2ax + (a —2b) = —6x +1

En identifiant, on trouve alors a =3 et b = 1.

La solution particuliere est donc : ypart(x) = 3x +1
Soit y la solution générale de 1’équation (E;), on a alors :

y(x) = ]/part(x) +e ¥ o y(x) = ke? +3x +1

1 /

On pose : z:g = z’:—]% avec Vx e R, y #0

v _5
Si on divise I’équation (E;) par y?, on obtient : . =—--1
enremplacant parzetz,ona: —z'=5z2—1 & 2/ 4+5z=1

1
On obtient donc la solution générale : z(x) = ke > + 5 keRy
IR . 1 1
On revient a la fonction y : y(x) = = , keRy
Z(x) ke=5* + =

5

2 Equation différentielle linéaire de second ordre

2.

1 Définition

Defivition 2 :

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a

coefficients constants (E) sur un intervalle I, une équation qui peut se mettre sous

la forme :

(E) : ay” +by +cy=d(x)

ol l'inconnue y est une fonction de x dérivable deux fois que 'on cherche a dé-
terminer et ol a, b, ¢ sont des réels avec a # 0 et d une fonction continue sur un

intervalle L.

Exem;:les :

e (E1): v"+y —2y =10sinx.

o (BEp):
o (E3):

2y" +y' + 2y = 0 équation homogene du second ordre.

y" +y = 3x? équation du second ordre incompléte en y'.
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2.2 RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE

2.2 Résolution de I’équation homogeéne

Théeoreme b : Soit (E) une équation différentielle linéaire du second ordre

homogene de la forme :
(E) : ay" +by +cy=0

On appelle polyndéme caractéristique de 'équation (E), le polynéme P défini

par:
P(X) =aX®>+bX +c

Soit A le discriminant du polyndme P
Les solutions de 1'équation (E) dépend du nombre de racines du polynéme P.

e SiA > 0, le polyndme P admet deux racines réelles r; et r, alors les solu-
tions de (E) peuvent se mettre sous la forme :

y(x) = A" + e, (A, p) € R?

e Si A = 0, le polynome P admet une racine double g, alors les solutions de
(E) peuvent se mettre sous la forme :

y(x) = (A +pux)e™, (A u) €R?

e Si A < 0, le polyndme P admet deux racines complexes conjuguées rq =
ro+iw et rp = rg— iw, alors les solutions de (E) peuvent se mettre sous
la forme :

y(x) = e [sin(wx +@)] , (A, @) €R*> ou
y(x) = e [Acos(wx) + usin(wx)] , (A, pu) € R?

Deémonstration : La démonstration de ce théoréme est un peu fastidieuse, nous
donnerons que des éléments de démonstration.

1) e Comme dans les équations différentielle du premier ordre, la fonction ex-
ponentielle joue un role déterminant dans la résolution de 1’équation ho-
mogene des équations différentielles du second ordre.

e Ici intervient de plus le polyndme caractéristique, nous appellerons r une
racine de ce polyndme (réelle ou complexe) double ou non.

e Nous utiliserons enfin "I'astuce" de la variation de la constante.
e Pour ces raisons, nous prendrons comme solution possible de I'équation

homogene : y(x) = z(x)e™, ol z est une fonction dérivable deux fois sur I.

2) Calculons les dérivées premiere et seconde de cette fonction :
o Y (x) =2 (x)e™ +rz(x)e™ = [2/(x) + rz(x)]e"™
o y'(x) = [2'(x) +rZ' (x)]e™ 4 [z (x) + rz(x)]e™
= [2"(x) + 12/ (x) + 72/ (x) + r?z(x)]e’™
= [2"(x) 4+ 2rZ' (x) + r?z(x)]e’™
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2.2 RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE

3) Vérifions I’équation homogeéne (E)
ay" +by' +cy=0 &
alz"(x) +2rZ' (x) + r?z(x)]e™ + b[Z' (x) + rz(x)]e* + cz(x)e¥ =0 <
[az" (x) + (2ar + b)Z' (x) + (az> + br +¢)z(x)]e™* =0 &
az" (x) + (2ar + b)z' (x) + (az® + br + ¢)z(x) =
)+ ar+b)Z (x) =0 &
)

az” (x

4) L'équation (E’) est une équation homogene du premier ordre en z’, donc :
2 (x) = ke~ (2ra)x
5) Il reste a intégrer z’ puis revenir a y.
b b
A —— 2r 4+ —
e A>0, 1r# 5 donc r+2a #0

—k

__be—(Zr—&-g)x 4 k/
27’+ 1

On integre alors 2’ : z(x) = /ke_(z”g)x =

Zr—i—g

Onpose: A= et u=k' etl’'onrevientay:

y(x) _ Z(x)erx _ Aef(ZrJr%x)erx _|_‘u€rx PN y(x) — /\ef(r+%)x _|_yerx

b
La somme des racines vaut S = - donc 7+ Z est la deuxiéme racine.
Conclusion : si A > 0, alors: y(x) = Ae"* + pe*

e A=0, r:—ﬁ donc Z/(x) =k = z(x) =kx+K.

2a
onpose u =ket A=Kk etonrevientay: y(x) = z(x)e"™ = (A +
‘ux)erox
e A < 0, Deux racines complexes conjuguées, on prend : r = ~3 + iw
. —k ]
donc z/(x) = ke=%“*, onintegre z’/ sur C: z(x) = %e—lex + K

. —k _oix by b, [ —k ;
XTE _ K ( 2a+lw)x — p— X —iwx !, iwx
Onrevientay: y(x) = (21, e +k e =e 570’ + ke

En séparant les parties réelles et imaginaires des exponentielles, on obtient
en posant convenablement A et y : y = €’0¥ (A cos wx + psin wx)
A cos wx + psinwx peut se mettre sous la forme A sin (wx + @)

Remargue : ¢ estalors appelé le déphasage.

Exemple : Résoudre dans R: 2y” — 5y +2y =0
e On calcule le discriminant du polyndme caractéristique: A =25—-16 = 9.
543 5-3 1
e On calcule ses racines: r; = % =2 et rp= 4 =3

e On obtient les solutions suivantes : y(x) = Ae* + pe?
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2.3 RESOLUTION DE L’EQUATION LINEAIRE

2.3 Résolution de I’équation linéaire

Théoréme T : Probléme de Cauchy

Soit a, b, c trois réels avec a # 0, d une fonction continue sur un intervalle I, xg € I
et yo et y; deux réels.

ay” + by + cy = d(x)

L te
€ systeme {yo — y(xo) et Y1 = y/(xO) condition initiale

admet une unique solution sur L.

Théoreme 8 : Linéarité

Les solutions de 1’équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = d(x) sont les
fonctions y tels que : ¥ = Ypart + Yhom , OU Ypart est une solution particuliere de
I’équation (E) et ynhom est une solution quelconque de 1’'équation homogene.

Remargue : Iln’y a pas de méthode a priori pour trouver une solution particu-
liere a une équation linéaire du second ordre sauf pour les fonctions sinus, cosi-
nus ou exponentielles. On ne donnera pas ici de méthode mais on fera confiance
a son intuition ou a I'’énoncé pour en trouver une.

y' +y —2y =10sinx (E)

y(0) =0 et y/(0) = 1

e Le polynome caractéristique a des racines évidentes: 71 =1 et rp = —2.

Exemple : Résoudre dans R le systeme : {

Les solutions de I’équation homogene sont donc : ypom(x) = Ae* + pe= 2%

e Pour trouver une solution particuliere a (E), comme les dérivées des fonc-
tions sinus et cosinus se répondent, on prendra comme forme de la solu-
tion particuliere: y(x) =acosx + bsinx

On dérive deux fois : y'(x) = —asinx +bcosx et y”(x) = —acosx —
bsinx.

On remplace dans 1’équation (E) :

—acosx —bsinx —asinx+bcosx —2acosx —2bsinx = 10sinx <«

(=3a+b)cosx + (—a —3b)sinx = sinx

dentifiant btient —3a+b=0 a=—1
n identifiant on obtient :

enide on obte —a—3b=10 b= -3
Une solution particuliére est : ypart = — cosx — 3sinx

e On obtient les solutions de 1'équation (E) : y(x) = Ae* + pe ¥ — cosx —
3sinx.

De la condition initiale, on obtient :
Ae® + pe—2(0) — cos0 —3sin0 = 0 Adu=1 A=—1
<~ <~
Ae® —2ue™20) 4 5in0 — 3cos0 =1 A—2u=4 p=2

e La solution du systéme est : y(x) = —e* 4 2¢72¥ — cosx — 3sinx
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2.4 APPLICATION : ISOCHRONISME DES PETITES OSCILLATIONS

2.4 Application : isochronisme des petites oscillations

Soit un pendule simple, modélisé par N
un objet G de masse ponctuel m accro-
ché a un fil de masse négligeable et de O
longueur ¢ dont on néglige les forces de

frottements.

A Téquilibre le fil est vertical. On repére
la position du point G par 'angle 0,
qui est fonction du temps. On écarte le
point G de sa position d’équilibre d"un
petit angle 6.

_>
La somme des forces F est tangente a
la trajectoire du point G et correspond a

la projection du poids P sur cette tan-
gente.

D’apreés le principe fondamental de la dynamique, on a :

F=—-mgsind & mld" = —mgsinf & 9”:—%51119

Comme l'angle de départ ) est petit, on peut confondre le sinus avec I'angle 0
(petite oscillation). Comme au départ la vitesse est nulle et I'angle vaut 6y, on
obtient alors le systeme :

14

0" +389=0 ()
6(0) = 6y et 6'(0) =0

Les racines du polynome caractéristique sont complexes conjuguées :

_ 4. /8 — /&
r==+ ke On pose w 7

Les solutions de I"équation (E) sont de la forme : 6(f) = Asin(wt + ¢)

De la condition initiale, on obtient :

6(0) =6 Asing = 6 A =10
/( ) = 6 - sin ¢ = 6 -
6'(0) =0 Awcos(¢) =0 ¢ =

3

2

La solution du systéme est : 6(t) = 6p sin (wt -+ g) = 6y cos(wt)

La période des oscillations T = Zg = 27‘(\/§ ne dépend pas del’angle de

départ 6y pourvu que celui-ci ne soit pas trop grand. C’est ce qu’on appelle
I'isochronisme des petites oscillations.
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