DERNIERE IMPRESSION LE 27 février 2017 a 16:29

—quations differentielles

I Premier ordre a coefficients constants

EXERCICE 1

Résoudre I'équation différentielle proposée :

1) v =3y 5 y =2y+1

2) y'+2y=0 6) y+3y =2

3) Y= —5]/ avec f(—Z) =1 7) 2y+3y/ —1=0
1

4) y+2y =0 avec f’(—2):§ 8) 2y =y—1

EXERCICE 2

1) f estla fonction définie sur R par: f(x) = 3e3*.

Trouver une équation différentielle pour laquelle f est solution.
2) f estla fonction définie sur R par: f(x) = 3e~2* — 4.

Trouver une équation différentielle pour laquelle f est solution.

EXERCICE 3

1) On a étudié en laboratoire 1’évolution d"une population de petits rongeurs. La
taille de la population, au temps ¢, est notée g(t). On définit ainsi une fonction
¢ de l'intervalle [0 ; +oo[ dans R. La variable réelle t désigne le temps, exprimé
en années. L'unité choisie pour ¢(f) est la centaine d’individus. Le modele
utilisé pour décrire cette évolution consiste a prendre pour g une solution, sur
l'intervalle [0 ; +oco[ de ’équation différentielle

(B) v = %

a) Résoudre 'équation différentielle (E; ).

b) Déterminer 1’expression de g(t) lorsque, a la date t = 0, la population com-
prend 100 rongeurs, c’est-a-dire g(0) = 1.

c) Apreés combien d’années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour
la premiere fois ?

2) En réalité, dans un secteur observé d’une région donnée, un prédateur em-
péche une telle croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note
u(t) le nombre de rongeurs vivants au temps ¢ (exprimé en années) dans cette
région, et on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux conditions

u?(t)
12

u'(t) = @ —
u(0) =1

ot u’ désigne la fonction dérivée de la fonction u.

(Ey) Vi €]0; +oo]
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EXERCICES

a) On suppose que, pour tout réel positif t, on a u(t) > 0. On considere sur

1
l'intervalle [0 ; +oo[, la fonction h définie par h = 7 Démontrer que la fonc-

tion u satisfait aux conditions (E;) si, et seulement si, la fonction / satisfait
aux conditions :

iy = 1 1 .
H(E) = —h()) + 75 VE€l0;+oo]

ou /' désigne la fonction dérivée de la fonction .

1 1
b) Donner les solutions de I'équation différentielle : i/ = —1Y + IV

et en déduire I'expression de la fonction h, puis celle de la fonction u.

¢) Dans ce modéle, comment se comporte la taille de la population étudiée
lorsque t tend vers +oo

I Premier ordre coefficients non constants

EXERCICE 4

Soit I’équation différentielle (E) : y' + %y —20e 2!

1) Résoudre I'équation homogene associé a (E).

2) A l'aide de la méthode de la variation de la constante, déterminer toutes les
solutions de (E).

3) Déterminer la solution f de (E) définie sur R qui vérifie la condition initiale

£(0) =10

EXERCICE 5

Soit I’équation différentielle (E) : y’ — 3y = sinx
1) Résoudre I’équation homogene associé a (E).

2) Déterminer des réels a et b de sorte que la fonction p définie sur R par :
p(x) =acosx + bsinx soit solution de (E) sur R.

3) Déduire les solutions de (E) sur R

EXERCICE 6

Soit ’équation différentielle (E) : y’ + (1 + tanx)y = cos x
a) Montrer que —In|cosx| est une primitive de la fonction tan pour x #

s

5 [7]

T [

272
c) Déterminer une solution particuliere de 1'équation (E) sur I puis en déduire

toutes les solutions de (E) sur I.

d) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) =0

b) Déterminer toutes les solutions de 1’équation homogene de (E) sur I = } —
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III. SECOND ORDRE HOMOGENE

EXERCICE 7

Soit I’équation différentielle (E) définie sur |0 ; +oo[: xy' —3y = 3Inx
1) Résoudre I’équation homogene associée a (E).

2) A l'aide de la méthode de la variation de la constante, déterminer toutes les
solutions de (E).

3) Déterminer la solution f de (E) définie sur |0 ;4oo[ qui vérifie la condition
initiale f(1) =0

III Second ordre homogéne

EXERCICE 8

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1)y '—2y=0 5 y' -4y —4y =0

2) Yy 4y +3y=0 6) 4y +4y' +y =0

3) y//+y/+y:0 7) 2y”+y’\/§+y=0
4) y'+4y -5y =0 8) 9y +6y' +y=0

EXERCICE 9

Résoudre les équations différentielles suivantes vérifiant les conditions initiales
données :

{}/’43/ 4){y”—2y’+5y=0
1) T\ P (T m)=0 et v (1) = -1
y<5>——1 ety<5>—1 y(7) y (7)
4" +9y =0 y' =y —2y=0
2) / ) 1 9(0) =3 et y/(0) = 0
y(m)=1ety (n)=0 y(0) =3 et y'(0) =

N y//_y/_zyzo 6 y//_4y/:0
y(1)=1et y'(1)=0 y(0) =8 et y'(0) =4

EXERCICE 10

1) Résoudre I'équation différentielle: y” —2y +2y =0

2) On lance trois fois un dé bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
On appelle a, b et c les résultats obtenus respectivement au premier, deuxieme
et troisieme lancés.

Déterminer la probabilité de 1’événement suivant : «les solutions de 1’équation
différentielle ay” — by’ + cy = 0 sont donnés par y = e*(Acosx + pusinx),
ApueR»
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IV Second ordre linéaire

EXERCICE 11

Déterminer toutes les solutions des équations différentielles suivantes dont une
solution particuliere g vérifie la forme donnée.

1) ¥’ —5y' + 6y = 3e** avec g:x+— Aet
2) ¥y’ — 5y + 6y = 5¢** avec g¢:x+> (Ax+ B)e?.

EXERCICE 12

Equation a coefficients non constants

On appelle (E) I'ensemble des fonctions f admettant des dérivées ', f" et f)
continues sur R et vérifiant 'équation différentielle: (x —1)y” — xy’ +y = 0.

1) Montrer que, si f appartient a (E), alors: Vx € R — {1}, f©®)(x) = f"(x).

En déduire que, si f est un élément de (E), alors f®) = f”, puis que f” est
solution d’une équation différentielle de la forme: vy’ —my =0, (m € R)

2) A l'aide de deux intégrations, montrer que les éléments de (E) sont de la
forme: f(x) = ax +be*, (a,b) € R?

EXERCICE 13
Equation d’ordre 3

Soit 'équation différentielle (E) : y"” — 6y” + 12y’ — 8y =0
1) Vérifier que la fonction h : x — e?* est solution de (E).

2) Soit f une fonction trois fois dérivable sur R et g la fonction x — f(x)e™2*.
Montrer que f est solution de (E) si, et seulement si, g’ est la fonction nulle.

3) En déduire les solutions de (E).
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