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Applications - Ivjections -

Sugjections - Bijections

1 Fonctions explicites

EXERCICE 1
IN — IN
N — N ir s 2
Soient f : t L npare o
oient f {nr—>2n et ¢ zn_l

n impair —

Etudier l'injectivité et la surjectivité de f et g.
Que vaut g o f ? Que peut-on conclure ?

EXERCICE 2
N — N N — N
Soientf:{ et g:¢0~g(0)=0
n—n+1
n#0—gn)=n-1

Montrer que g o f = Id mais que ni f, ni ¢ ne sont bijectives.

2 Fonctions numériques

EXERCICE 3

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = T

a) Déterminer I'image de f.

-1
b) Montrer que f est injective sur [—1, 1] et déterminer ( f | [_1.1])
. . (|1
c) Déterminer f 7 1

EXERCICE 4

1
Soit la fonction f définie sur R* par: f(x) =xInx+ o

a) Sur quels intervalles (les plus grands possibles) f est-elle injective ?

b) Déterminer f <B ;+oo})
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EXERCICES

EXERCICE 5
a) Montrer que la fonction tangente hyperbolique est bijective de R sur | — 1,1]
et déterminer la forme explicite de sa réciproque.

b) Montrer que la fonction sinus hyperbolique est bijective de R sur R et déter-
miner la forme explicite de sa réciproque.

c) Montrer que la fonction cosinus hyperbolique est bijective de R sur [1; 40|
et déterminer la forme explicite de sa réciproque.

3 Application dans C

EXERCICE 6

i+ w1 est bijective de U sur U

i . t l"applicati
Soit w € C/U. Montrer que l'application z o7t

et déterminer sa réciproque.

EXERCICE 7

: 1
Soit I'application sur C*, f : x — .
1) Montrer que f est bijective de C* sur lui-méme et déterminer sa réciproque.

2) a) Montrer que I'image par f d"un cercle de centre O est un cercle. Quelle est
I'image de U par f?

b) Plus généralement, montrer que I'image par f d'un cercle ne passant pas
par O est un cercle.

On pourra montrer que 1’'équation d'un cercle de centre d’affixe w et de
rayon r peut se mettre sous la forme : zZ — Wz — wZ + ww —r? =0

3) Montrer que I'image par f d'un cercle passant par O (mais privé de O) est une
droite.

4 Applications de R" dans Rp

EXERCICE 8

Les applications suivantes sont-elles injectives ? sujectives ? bijectives ?
a) f1: (x,y) — 2y deR?>dans R

b) o : (x,y)— (1, x—vy,y) de R?dans R®

o f3: (x,y) — (2x +y, 3x —2y) de R? dans R?

d) fp: (x,y,z)—~ (x+y+z, x—y—2z, x) de R dans R®
EXERCICE9

Soit I’application f de (R* )? dans lui-méme: (x,y) — (x —; 7, xZ—T—yy)

a) f est-elle injective ?

b) Déterminer son image.
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5. APPLICATIONS

EXERCICE 10

2
Soit 'application f de (R%)? dans R* : (x,y) St

X+y

a) f est-elle injective ?
b) Déterminer son image.

EXERCICE 11

Soit I'application f de (R)? dans lui-méme: (x,y) — (x +y, xy)

a) Soit (s,p) € R2 A quelle condition nécessaire et suffisante (s, p) est-il dans
I'image de f?

b) Déterminer I'image réciproque par f del'ensemble {(s,p) € R* / s —4p = 1}.

5 Applications

EXERCICE 12

Soit E et F deux ensembleset f : E— F et ¢ : F — E deux applications.

On suppose que f o g o f est bijective. Montrer alors que f et g le sont aussi.

EXERCICE 13

Soit E un ensembleet f : E — E une application. On supposeque fof = f
et que f est injective ou surjective.

Montrer alors que f = Idg.

EXERCICE 14

Soit Eunensembleet f : E — E uneapplication. Onsupposeque fofof = f.

Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

EXERCICE 15

Soit E, F et G trois ensembles non vides et f : E — F une application.
EC — FC

¢ fog

Montrer que I'application { est injective si et seulement si, f l'est.

6 Déterminer des fonctions

EXERCICE 16

Déterminer toutes les fonctions croissantes f de R dans R telles que fo f = Idgr

EXERCICE 17
Déterminer toutes les injections f de IN dans N telles que: Vn € N, f(n) <n

EXERCICE 18

Déterminer toutes les fonctions de IN dans IN telles que :
VnelN, f(n)+ fof(n)=2n
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7 Aveclalogique

EXERCICE 19

Soit E un ensemble et A et B deux parties de E.

P(E) — P(A) x Z(B)
X —(XNA, XNB)

a) Montrer que f est injective si, et seulementsi, AUB =E

Soit I'application f : {

b) Montrer que f est surjective si, et seulementsi, ANB =&
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