DERNIERE IMPRESSION LE 12 septembre 2017 a 14:47

Structure d'espace vectoriel

1 Combinaison linéaire

EXERCICE 1

a) Dans R3, (5,5,1) est-il combinaison linéaire de (2,3,0) (3,2,0)?

b) Dans R[X], On donne:
o P=16X3—-7X?>+21X —4 P est-il combinaison linéaire de Q et
e Q=8X3-5X2+1 de R?
e R=X?>+7X-2

2

c) Dans RR, la fonction x »L> cos” x est-elle combinaison linéaire des fonc-

tions x 53 1 et x cos(2x)?

d) Dans RR, la fonction x »L> sin(2x) est-elle combinaison linéaire des fonc-
tions sinus et cosinus?

EXERCICE 2

Montrer que, pour tout A € .#,(R), A? est combinaison linéaire de I, et A.

2 Sous-espaces vectoriel

EXERCICE 3

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels.
a) A={(x,y) e R*/ 2x -5y —1=0}

b) B={(x,2x,3x) e R¥/ x € R}

o) C={(x,y,z) R/ y=0}

d) D= {(xy) e R*/ x¥®*+x+y>=0}

e) E={(x,y,z) €eR3/ x=y et 3y —2z =0}

f F={f e (RR)/ f(0)+f(1) = f(0)}

EXERCICE 4

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces de RR ?
a) L'ensemble des fonctions croissantes de R dans IR.
b) L'ensemble des fonctions monotones de IR dans RR.

¢) L'ensemble des fonctions de R dans R somme d’une fonction croissante et
d’une fonction décroissante.

d) L'ensemble des fonctions majorées de IR dans R
e) L'ensemble des fonctions bornées de R dans IR
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EXERCICES

EXERCICE 5

Soit E un K-espace vectoriel.
a) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que : F U G sous-espace vectorieldeE < F C G ou G C F.
b) Soit (F;);c; une suite filtrante de sous-espaces vectoriels de E, c’est a dire :
Vi,j el,dkel, FiUF]‘ =F
Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de E.
i€l

EXERCICE 6
Montrer a 'aide d’opérations sur les Vect I'égalité suivante :
R,[X] = Vect [(X +1)%, (X2-1), (X - 1)2}

EXERCICE 7

Soita € R. Onpose u=(1,-1,1) etv=(0, 1, a).
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a telleque (1, 1, 2) € Vect(u, v).

3 Familles libres et bases

EXERCICE 8

. [ 8 h : k
Montrer que les fonctions x —— sinx, x = cosx, x — xsinx, x — xXCOS X
sont linéairement indépendantes dans RR.

EXERCICE9
8

On donne trois fonction x »i> eX, x— e et x |L> e’
Montrer que la famille (f, g, h) forme une famille libre de RR.

EXERCICE 10

Montrer que deux maniéres différentes que les suites (1),enN, (72)nen et (27)nen
forment une famille libre de RNV,

EXERCICE 11

Montrer que les suites (1¥),cn;, k décrivantIN, sont linéairement indépendantes.

EXERCICE 12

Onpose Py=1et P =X(X—1)...(X—k+1), k€ N*,
Montrer que la famille (Py)ien est libre dans R[X].

EXERCICE 13
Soient E un K-espace vectoriel et u5,uy,...u, € E.

Pour k € [[1,n] onpose: vy = uy+up-- -+ .

a) Montrer que: (uy,uy,...uy,) libre < (v1,v,...vy) libre.

b) Montrer que : (uy,uy,...u,) engendre E < (v1,0y,...v,) engendre E.
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4. BASES ET DIMENSION

EXERCICE 14

Montrer que la famille <x »& |x — /\|) de ¢(R,R) est libre.
AER

EXERCICE 15

Soit A € .#,(C) une matrice a diagonale dominante c’est a dire que :

vie[Ln], ) lagl < lail
1<j<n
j#i
Onnote Cy,...,C, lescolonnes de A.
Soient x1,...,x,; € C. Onsuppose que: x;C; + -+ -+ x,C, = 0.
Montrer, en utilisant max{|x1]|,...,|xx|}, que x1="---=x,.
Qu’en déduit-on sur A?

EXERCICE 16

Montrer que la famille <x JAy prx ) de (R, R) est libre.
AeR

On pourra s’intéresser au comportement asymptotique des exponentielles.

EXERCICE 17

Montrer que la famille (x LN sin(Ax)) de ¢ (R, R) est libre.
AERY

EXERCICE 18

On rappelle que Q est un corps et que R peut-étre vu comme un Q-espace vecto-
riel et que IP est 'ensemble des nombres premiers.

a) Montrer que la famille (Inp),cp est une famille libre du Q-espace vecto-
riel R.

b) En déduire que Inp estrationnel pour au plus un nombre premier p.

4 Bases et dimension

EXERCICE 19

a) Montrer que ((—1,1,1), (1,—-1,1), (1,1,—1)) est une base de R3 et déter-
miner les coordonnées du vecteur (8,4,2) dans cette base.

b) Montrer que ((X —1)%, X?, (X+1)?) est une base de R;[X] et déterminer
les coordonnées du polynome X2 + X + 1 dans cette base.

¢) Montrer que (P, Q, R, S) estune base de R3[X]| avec:
P=X+X>-X-1, Q=X>-X>4+1, R=X>-X*+X, S=X>+2X+1

Déterminer les coordonnées de X? dans cette base.
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EXERCICES

EXERCICE 20

Déterminer une base pour chacun des sous-espaces vectoriels suivant :
a) A={(x,y,z) e R3/ x+2y+z=0}
b) B={M € #(R)/ AM =0} avec A= (; i)
c) C={PeR;3[X]/ P(X?) = (X>+1)P}
d) D={(xv,y,zt)eRY x+y=0et 2x—z+t =0}
e) E= [P e RyX]/ P(0) = P(1) = P(2)}

EXERCICE 21
Soit A = (; _}> et € 'ensemble des matrices de .#,(R) qui commutent & A.

Montrer que % est un sous-espace vectoriel de .Z,(RR) et en déterminer une base.

EXERCICE 22

On note E 1’ensemble des matrices de trace nulle de ., (K).
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#,(K) et déterminer sa dimen-
sion.

EXERCICE 23

Soit E I'ensemble des fonctions : x — Asin(x + ¢) A et ¢ décrivant R.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de ¢ (R, R) et déterminer sa dimen-
sion.

EXERCICE 24

Soit M € #,(K).

a) Déterminer un entier d € IN pour lequel la famille (I,, M, M?,..., M) est
liée.

b) En déduire que M posséde un polyndme annulateur non nul a coefficients
dans K.

EXERCICE 25

Soient a,b, c € R. Montrer que les fonctions x L) sin(x +4a), x AN sin(x +b),

h . sk <
x — sin(x +c) sont linéairement dépendantes dans RR

EXERCICE 26
a) Montrer que la famille: (X3 + X +1, X3 —2X+2, X?>+3X) estlibreetla
compléter en une base de R4[X].

b) Montrer que la famille ((8,4,1,2), (1,3,0,5)) estlibre etla compléter en une
base de R*.

c) Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et (e, e, e3) une base de E.
by =e1+2e+e3 et by=-e)—e;3

Montrer que (b1, by) est libre et la compléter en une base de E.
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5. SOMME DE DEUX ESPACES VECTORIELS

EXERCICE 27
Déterminer la dimensionde: Vect((1,2,1,0), (4,-2,1,1), (7,2,4,2), (11,4,1,3)).

EXERCICE 28
Les familles suivantes sont-elles des bases ?

1) ((2,0,a), (2,4,2), («,0,2)) a€RR.

2) ((1,0,2,1), (0,1,1,2), (2,0,1,1), (2,1,0,1))

EXERCICE 29
Soient Py, Py, ..., P, € K[X]. On suppose que d°P; =i pouri € [0, n].

Montrer que la famille (P;)o<i<, est une base de K[X].

EXERCICE 30

Soient E un K-espace vectoriel et (uy,...,up, 1) une famille libre de E.

Montrer par une technique matricielle que la famille suivante est libre :

(1 +up, up+us, ..., Upy + Upyt1, Upps1 + U7)

5 Somme de deux espaces vectoriels

EXERCICE 31
Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espace vectoriels de E.
Montrerque: FUG=F+G & FCGouGCF

EXERCICE 32

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On suppose que dim F +dim G > dim E.

Montrer que F et G ont au moins un vecteur non nul en commun.

EXERCICE 33
Soit F = Vect(a,b) et G = Vect(u,v,w) avec:
a=(0,01,0),b=(1,10,-1),u=(1,0,1,0),v=(0,1,-1,0), w=(1,1,1,1)
Déterminer les dimensionsde F, G, F + Get FN G.

EXERCICE 34
F={(x,y,zt)eRY x+y+z=0ety—z+t=0} et
G = Vect ((1,0,0,1), (0,1,1,0)).

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.

EXERCICE 35
A quelle condition nécessaire et suffisante sur A € R les sous-espaces vectoriels
Vect ((A,A,1)) et Vect((1,A,1), (2,1,1)) sont-ils supplémentaires dans IR3?
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EXERCICES

EXERCICE 36
1
Soient F = {fe % ([0,1],R) / /0 £ dt:O} et

G l’ensemble des fonctions constantes sur [0,1].

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de ¢ ([0, 1], R).

EXERCICE 37
Soient E = {P € R3[X]/ P(X?) =X?P(X)} et F={P € R3[X]/ P(1) =P(2)}.

Montrer que E et F sont supplémentaires dans R3[X]

EXERCICE 38

Soient P et Z les ensembles respectifs des fonctions paires et impaires de R dans IR.

Montrer que P et Z sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de RR.

EXERCICE 39

Soient E un K-espace vectoriel et Fj, F, et G trois sous-espaces vectoriels de E.

a) Si Fj et F, sont en somme directe, montrer que F; N G et F, N G le sont aussi.

b) Si F; et F, sont supplémentaires dans E, F; N G et F, N G le sont-ils dans G ?

EXERCICE 40

En admettant que les ensembles suivants forment des sous-espaces vectoriels,
déterminer un supplémentaire des sous-espaces vectoriels suivants :

a) A =Vect((1,2,1,1),(2,2,1,1), (0,2,1,1)) dans R

b) B={(x,y,zt) ER*/ x+y+2z—t=0et y—z+t=0} dans R%
¢) C={P € Rs[X]/ P(—X) = P(X)} dans Rs[X]

d) D={f € 2(R,R)/ f(0) = f'(0) =0} dans 2(R,R)

e) E= {P € R3[X]/ P' 43P = P(O)X3 +P(1)X+P(1)} dans R3[X]

EXERCICE 41
Soient x1,...,x, € R distincts et F = {f € ¥(R,R)/ Vk e [1,n], f(xx)=0}.
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (R, R).

b) Déterminer un supplémentaire de F dans % (R, R)
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