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1. PRODUIT SCALAIRE ET NORME

1 Produit scalaire et norme

1.1 Produit scalaire

Defivitien | = Soit E un R-espace vectoriel.

Un produit scalaire sur E est forme bilinéaire symétrique ¢ définie positive.
e ¢ : E2— R, onnotera ¢(x,y) = (x,y)

Ax +py, z) = A{xy) +p(xz)
(x, Ay +puz) = A{oy) +p{xz)
Symétrique: Vx,y € E, (x,y) = (y,x)

Bilinéaire: Vx,y,z € E, A, u € R, {

Définie: Vx € E, (x,x) =0 = x=0f (séparation)
Positive: Vx € E, (x,x) >0

E muni d"un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel.
Un espace préhilbertien réel de dimension finie est appelé espace euclidien.

Remargue :

e Le produit scalaire (x,y) est aussi noté : (x|y) ou x-y (dans le produit sca-
laire usuel).

e Dans la généralisation de la notion de produit scalaire, de norme et d’angle
sur un espace vectoriel, on définit le produit scalaire d’abord contrairement a
'enseignement secondaire ot le produit scalaire est défini a I’aide de la norme
et del'angle (if-7 = ||i|| x ||7]| cos(i, ¥)).

e Pour montrer la bilinéarité d"un produit scalaire potentiel, la linéarité par rap-
port a une seule variable est suffisante si l'on a pris la précaution de montrer la
symétrie avant.

e Parbilinéarité : (x,0r) = (x,y —y) = (x,y) — (x,y) =0
%([a,b],R) — R
(fg) [ Fwsa

On montre facilement qu’une telle application est symétrique, bilinéaire, définie
et positive. L’application ¢ est donc un produit scalaire.

Exemple : Soit a,b € R, on définit ¢

1.2 Produit scalaire canonique

n
Theoreme | : Lapplication (X,Y) — XY = ) xy; est un produit scalaire
k=1

sur R" appelé son produit scalaire canonique.
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1. PRODUIT SCALAIRE ET NORME

Remargue : On retrouve le produit scalaire du secondaire dans IR3 défini a 'aide
des coordonnées (ii - 7 = xx’ + yy’' + z2').

Deémonstration :
n n
e Symétrie: 'XY =) =) v ="YX
k=1 k=1
e Bilinéarité: 'X(AY +uZ) = M'XY + u'XZ par symétrie du produit matriciel.
n
o Séparation: XX =0 = Y xf=0 = Vke[Ln], =0 = X =0
k=1
n
o Positivité: XX =) x>0

k=1

Exemple : On peut donner plusieurs produits scalaires sur un méme espace vec-

toriel. Sur IR?, mis a part le produit scalaire canonique, on peut donner le produit
scalaire suivant :

Pour X = (x,y) et Y = («,y), ondéfinit (X,Y) = 2xx' + xy’' + x'y + 2yy/
e La symétrie et la bilinéarité sont immédiates.

o Positivité: (X, X) =2x2+2xy+2> =22+ 2+ (x +y)2 =0

e Séparation: (X, X)=0 = x=y=0 = X=0

1.3 Norme et distance associées a un produit scalaire

Defivition 2 : Soit E un espace préhilbertien réel.

e On appelle norme sur E associée a un produit scalaire , I’application suivante :

E— IR+
x— |[x]] = 4/ {x, %)
e On dit qu'un vecteur x de E est unitaire si ||x|| =1

e On appelle distance sur E associée a un produit scalaire, 'application suivante :

; E> — R,
(v, y) — d(x,y) = [|x =yl

Remargue : On voit que la notion de norme ou de distance est relative car elles
dépendent du produit scalaire utilisé. La distance usuelle n’en est qu'une parmi
d’autres.

Exemple : Soit le produit scalaire dans R? : (X, Y) = 2xx’ + xy' + x'y + 2yy/’

o [IX||=Vx2+y2+ (x+y)? donc [|(1,0)]] =/12+02+ (1+0)2 =2

0 d[(3,2),(1,0)] = /B—12+(2—-02+(3-1+2—0)2=+24=26
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1. PRODUIT SCALAIRE ET NORME

Théoreme 2 : Identités remarquables. Soit x,y € E espace préhilbertien réel
o llx+yll? =[x +2{x,y) + [lylI*

(|]x+y|[*> = ||x]|> = [[y]|*) identité de polarisation

N =

e (x,y) =

Remargue : On retrouve ainsi la définition que I'on avait donnée au lycée.

1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité triangulaire

Théoreme 2 : Soit E un espace préhilbertien réel et x,y,z € E.
e Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(x,y)| < ||x]||.||y]]
e Inégalité triangulaire sur la norme : ||x + y|| < ||x|| + ||y]|

e Inégalité triangulaire sur la distance : d(x,z) < d(x,y) +d(y,z)

Deéemonstration :
e Cauchy-Schwartz :
- Si y=0g, |[(x,0p)] =0<0=||x]|].|ly]|- L'inégalité est vérifiée.
— Si y # Og, posons la fonction t — ||x + ty||*.
Ona [|x+tyl[> = x|+ 2t (x,y) + 2llyl[> > 0

donc ce trindme en t admet un discriminant négatif ou nul :

A0 = 40y)" —4llxIP Y2 <0 =[xyl < lx]lyll
— On al'égalité si
A =0 = lafonction t+ ||x+ ty||*> sannule = 3ty, x+ toy = Of.
Les vecteurs x et y sont alors colinéaires.

e Inégalité triangulaire :

Schwart
x+yl1> = [1xl>+2 (x, y) + [y]]?

Z
<l P20yl + Hyl1? = ([ + [ lyl])?
Il'y aégalité si (x,y) = ||x||.||y|| sont x et y sont colinéaires de méme sens
pour avoir (x,y) > 0
Exemples :
e Pour le produit scalaire canonique dans R", avec X = (x1,...,x,) et Y = 1Rn

2
n n
Cauchy-Schwartz : <Z xk> < Z x? ce qui n’a rien de bien surprenant.
k=1 k=1

b
e En reprenant le produit scalaire dans ¢! ([a,b], R) : (f,g) = /a f(t)g(t)dt

Cauchy-Schwartz avec g = f': (/abf(t)f'(t) dt>2 < /abf(t) dt /abf'(t) dt

PAUL MILAN 4 CPGE L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

2. ORTHOGONALITE

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs orthogonaux, familles orthogonales et orthonormées

Defivition 2 : Soit E un espace préhilbertien réel, x,y € E

On dit que x et y sont orthogonaux, noté x L y, si: (x,y) =

On dit que les parties X et Y de E sont orthogonales, noté X L Y si:
Vxe X, YyeY, (xy)=

On dit que la famille (x;) de E est orthogonalesi: Vi, j, i #j, (x;, xj> =0

On dit que la famille (x;) de E est orthonormée si elle est orthogonale et consti-
tuée de vecteurs unitaires ((x;, x;) = 1)

ReMA\r‘%«)e :

e On généralise la notion d’orthogonalité a 1'aide du produit scalaire. La notion
d’orthogonalité tout comme la notion de distance est relative a un produit sca-
laire donné.

e Pour le produit scalaire canonique de R", la base canonique de R" est ortho-
normée.

Exemples :
e On pose f, : t +— sin( nt La famille (f)sen+ dans €([0,27], R) pour le

produit scalaire / f(t)g(t)dt estune base orthonormée.

Eneffet Vn,m € N*, m #n

1 r2m 1 271 — nt 1 ¢ in(2nt 27T
—/ sin(nt)dt:_/ 1—cos(2nt) ., 1[t sin@nH)]™
TJo T 2 T2 4nt |

% /ozn sin(mt) sin(nt) dt = % /ozn % (cos[(m — n)t] — cos[(m +n)t]) dt
27 0
0

_ 1 {sin[(m —n)t]  sin[(m + n)t]}
2n m-—n m+n

e L'ensemble des fonctions paire et 'ensemble des fonctions impaires sont deux
1
parties de € (|—1, 1], R) orthogonales pour le produit scalaire (f,g) = / f(t)g(t)dt
-1
Soit f, et f; deux fonctions respectivement paire et impaire de ¢'([—1, 1], R)

(fo fi) = /11fp(t)ﬁ-(t) dt =0

impaire

Théeoréme 4 : Dans un repere préhilbertien réel, le vecteurs nul est le seul

vecteur orthogonal a tout vecteur
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2. ORTHOGONALITE

2.2 Propriétés des familles orthogonales

Théoreme S : Soit E un espace préhilbertien réel.
e Théoréme de Pythagore :
-Vry€eE xLly & |lx+yll?= x| +]yl?
— Pour toute famille orthogonale (x;) de E,on a:

" 2
Y| =
i=1

e Toute famille orthogonale de E, de vecteurs non nuls, est libre.

5 2
> il
i=1

Remargue : C’est une généralisation du théoréeme de Pythagore en dimension n
pour un produit scalaire donné.
Deémonstration :
e D’apreés les identités remarquables
2 2 2
x Ly e llx+yll?=1x|P+2xy) +yll? =122 +]lyl]>
v

2
(x;) famille orthogonale :

n
) xi
i=1

Z||x1||2+2 Z <xux]> = Z||x1||2

1<i<j<n

e Soit (x1, ..., x,) une famille orthogonal de E de vecteurs non nuls.

n
Soit Ay, ..., Ay € R tels que Z Arxe = Og, onaalors :
k=1

n
Vi e [[1,11]], 0= <0E,x1 = <2Akxk, xl> = Z)\k <xk,x1-> = /\i||xi||2
k=1 k=1
Comme Vi€ [1,n], x; #0 alors Ay =0

2.3 Coordonnées dans une base orthogonale

Théoreme 6 : Soient E un espace euclidien et B = (e, ..., ¢,) une base ortho-
norméede E et x € E.
n

alors x = E (x,ex)ex donc ({x,e1),...,(x,e,)) sontles coordonnées de x
k=1

Deémonstration : Soit (x1,...,x,) les coordonnées de x dans (ey, ..., e;)

n n
Vk € [1,n], (x,e) <erl,ek>:in<ei,ek>22xi§ik:x
i=1 i=1
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2. ORTHOGONALITE

Soient E un espace euclidien et x, y € E de coordonnées respec-

(yl,...

) = éxiyi et ||x|]| = 1/2x

Théeoreme 1 :

,Yn) dans une base orthonormée de E.

tives (xq,...,x,) et

Remargue : On retrouve le résultat connu dans R? et R? appris au lycée.

/\ Cecin’est valable que dans une base orthonormée.

Démonstration : Soit (er,...,e,) une base orthonormée de E.

Z Z le] €is e]> Z Z x,y] ij = Z XiYi

= <Z xie; , Zyj€j>
i=1

i=1j=1

i=1j=1

2.4 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théeoreme 8 : Tout espace euclidien admet une base orthonormée

Demoustration On démontre ce théoreme grace a 1'algorithme de Gram-
Schmidt qui permet de construire explicitement une famille orthonormée a partir
d’une famille libre.

Théeoreme & : Soit (ey, ..., e,) une famille libre d'un espace préhilbertien réel E.

Alors il existe une famille orthonormée (11, . ..

Vect(eq, ..., en)

,uy) de E telle que :

= Vect(uq,...,uy)

On peut construire par récurrence (u1, ..., u,) de sorte que :

Vg k—1

Up = —

avec Uy = ey — Z (ex, U;) u;

[|okl|

i=1

Remargue : Cet algorithme construit 1y en lui retranchant ses composantes selon
ui,...,ux_1 puis en rendant le tout unitaire en divisant par sa norme.

Deémonstration :  Soit la proposition pour k € [[1,1] :

P(k) : 3(uq,...,ux) famille orthonormée et Vect(ey,...,er) = Vect(uy, ..., uy)
Initialisation : : k = 1: il suffit de normaliser ¢; en prenant u; = HZ I

Vect(e1) = Vect(u1) la proposition est initialisée.

Hérédité : Supposons P(k) vraie et k € [1,n—1].
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2. ORTHOGONALITE

Ona (uy,...,u;) orthonormé et Vect(uy,...,u;) = Vect(ey,...,ex)
k

et posons v, 1 = €41 — Z (€k+1 ’ Mi) Uj
i=1

Alors v 1 # O car (eq,...,e,) libre et pour tout j € [1,k], ona:
k
<Uk+1z”j> = <ek+1 - Z (ks1, wi) Ui, u]->
i=1
k
= <ek+1/”j> - Z (ex+1, i) <ui/ uj>
i=1 ~——
HR =4,
= (€xs1,4j) — (exg1,uj) =0
Donc (uy,...,ug, vkr1) estune famille orthogonale libre (v, q # Of).

Onaalors Vect(uy,...,ug, vryq) = Vect(eq, ..., ex41)
Ok+1
|41l
(u1,...,ury1) estalors orthonormée et Vect(uy, ..., ur 1) = Vect(ey, ..., ex1)

On pose alors  uy 1 =

La proposition est héréditaire.

Exemple : Orthonormaliser la famille (1, X, X?) pour le produit scalaire sur R[X] :
1

(P.Q) = [ P(HQ()at

0
Posons (Py, Py, P,) une famille orthogonale construit par cet algorithme.

1 1
0P0:—:1car/dt:1
[[1]] 0
eP =2 avec Q — X — (X, Py) P —X—/ltdt—X—1
1 ||Q1|| 1 107140 0 >

1 1\? 1 Nl o1 o1 1

2 _ —_ — = — —_ = = — _— = —

[1Qull _/o (t 2) di [3 (t 2) ]0 247247 12
On en déduit P; = /12 (X - %) =3(2X - 1)

.Pzzi avec Q22X2—<X2,PO>PO_<X21P1>P1

11Qa]
X2, P, 12c1 1
,Py) = | todt = -
(X%, Py) /0 3

<X2,P1>:\/3/01152(2t—1)dt:\/5/()1(2t3—t2)dt:\/§{ﬁ_£r: V3

1 (V3)? 1
6

Donc szxz—g— (2X—1):x2—x+6

2 2 4 2 2
Q|7 = 2t dt = 212 & + d
1011 /o ( 6) ! /0 (t ! 3t 3 36) !

Bo# 4, 2 ] 1
5 29 6 36], 180
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2. ORTHOGONALITE

On en déduit alors: P, = /180 (X2 — X+ %) = /5(6x%2 —6X +1)

Comme on a pu le voir cet algorithme est tres calculatoire. Un programme est
alors le bien venu pour soulager les calculs.

Théoreme 10 : Soit E un espace euclidien de dimension n # 0.

Toute famille orthonormée de E peut étre complétée en base orthonormée de E.

Démonstration : Soit (e, ... ,ep) une famille orthonormée de E. On peut la
compléter en une base de E puis 1’orthonormaliser grace a I'algorithme de Gram-
Schmidt. L’algorithme n’affecte pas les premiers vecteurs e,...,e, qui forment
déja une famille orthonormée.

2.5 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Defivition 4 : Soient E un espace préhilbertien réel et X une partie de E.
On appelle orthogonal de X dans E I’ensemble noté X défini par :
Xt ={yeE VxeX, (yx)=0}

X+ sous-espace vectoriel de E orthogonala X et XN X+ = {0} et X C X*++

Deéemonstration :
e Sous-espace vectoriel : Vx € E, Vy, iy’ € X+
~ Vx €E, (0g,x) =0 doncOf € X+
~-VALuER, Ay+uy,x) =Ay,x)+u{y,x) =0 = Ay+puye X+
e Soit x € XNX+ = (x,x)=0 = x =0 (séparation).
e Soitx € X' = (x,y)=0 = xeX

Théoreme |l : Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de
dimension finie de E.

F est 'unique supplémentaire de F dans E orthogonala F et F-- =F

Remargue : Il est nécessaire que F soit de dimension finie. Si F n’est pas de

dimension finie, F- n’est pas nécessairement un supplémentaire de F. On peut
seulement dire que F et F* sont en somme directe.

Deémonstration : Montrons que E C F+ F+

Soit (eq1,...,ey) une base orthogonale de F et x € E. Pour tout i € [[1,n]
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2. ORTHOGONALITE

<x — i (x, ex) ex €i> = (x,¢;) — (i <xrek>> (ex, i)

k=1

= (x,€;) — (i (x, ek>> Oki = (x,e;) — (x,e;) =0

k=1

xX— Z (x,ex) ex orthogonala (eq,...,e,) donc élément de FlLetdoncx € F+F+
k=1

L'unicité du supplémentaire orthogonal : Soit G un autre supplémentaire ortho-
gonal de F dans E.

e F1G = GCF-

e x € F1, comme G un supplémentaire de F et comme FNFX={0r}, x€G.
Onadonc G=F+

F = Ft découlede E=F@F+

2.6 Vecteur normal a un hyperplan et orientation

Defivition S : Soit E # {0g} un espace euclidien et H un hyperplan de E.

e H+' est une droite vectorielle dont tout vecteur non nul est appelé vecteur nor-
mal a H.
Par extension, pour tout hyperplan affine H de E de direction H, les vecteurs
normaux a H sont aussi appelés vecteurs normaux a H.

e Si E est orienté et si u est un vecteur normal a H, on définit sur I’ensemble des
bases de H une relation %, « avoir la méme orientation » telle que 2 bases
de H ont la méme orientation si ces bases complétées par u sont des bases de
méme orientation sur E.

Remargue : L'orientation de E ne se transmet pas a un hyperplan. L'orientation
de H est aussi fonction du vecteur normal u choisi.

HL HL

A

Un hyperplan est par définition le noyau d"une forme linéaire. De plus la droite
vectorielle H' est orthogonale a 'hyperplan H donc :

H = Vect(u)t = (x €E, (x,u) =0) = H =Kerg, avec ¢, : x — (x,u)
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Si E =R", onretrouve I'équation analytique de H : uyxq + -+ -+ uux, =0

pour le produit scalaire canonique et (x1,...,x,) et (uq,...,u,) les coordonnées
de x et u dans une base orthonormée de R".

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel

3.1 Projecteurs et symétries orthogonales

Defivition b : Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de E.
e On appelle projecteur orthogonal sur F la projection sur F de direction F*

e On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, la symétrie par rapport a F
parallelement a F*.

On préfere parler de réflexion par rapport a F lorsque F est un hyperplan de E

Remargue : Comme F est de dimension finie,ona: E=F®F L

FL
k=~ x=y+z
|
|
|
|
F : F
OF |
L y=r)
Projecteur orthogonal Symétrie orthogonale

Théoreme 12 : Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel

de dimension finie de E et (ey, . .., e;) une base orthonormée de F.

n
Soit p le projecteur orthogonal sur F, alors pour toutx € E : p(x) = Y (x, ) ek
k=1

Deémonstration : On rappelle que (x,e;) correspond a la composante de x
selon e;. Soitx € E :
n n
comme E=F@F* alors x— ) (x,e)e € Ft etdonc p(x) = Y (x,ex) ek
k=1 k=1

Remargue : SiF est un hyperplan d’un espace euclidien de vecteur normal u,

alors F est la droite vectorielle Vect(u). Si u est unitaire alors la projection sur F
est simplement p(x) = x — (x, u) u.
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3.2 Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

Definition T : Soient E un espace préhilbertien réel, F une partie non vide de
Eetx € E.

La distance de x a F, notée d(x, F) est définie par d(x,F) = inlfE [|x —yl|
ye

Remargue : Intuitivement, la distance entre x et F est la « plus petite distance »
entre x et tous les éléments y de F. Elle n’est pas nécessairement atteinte, c’est
pourquoi on a utilisé la borne inférieure. Nous allons voir qu’elle est atteinte pour
un sous-espace vectoriel.

Théeoréme 13 : Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel
de E de dimension finie et x € E. On note p le projecteur orthogonal sur F.

e La distance de x a F est atteinte en p(x) : d(x,F) = ||x — p(x)]|

o Deplus d(x,F)? = ||x[|* = ||p(x)[]”

FJ_
x—p(x)

Deémonstration :
Soit Dy = {||x — y},cf, comme p(x) € F donc |[x — p(x)]| € Dx

p est le projecteur orthogonal sur F, donc x — p(x) € F*. Pour touty € F,ona:

crt €F
- - N - N Pythagore
x—y=(x—pE)+ (&) —y) = lx—yl]E =l —p()]2+|p(x) —y| 2

donc Vy € E [|lx —yl[ = [lx — p(x)[| donc||x —p(x)[| = inf Dy
y

La borne inférieure est atteinte : d(x, F) = ||x — p(x)]|
De plussi y € F/ {p(x)} alors [[p(x) — yll >0 donc [|x—y|| > [[x — p(x)]!.
La distance d(x, F) n’est atteinte qu’en p(x).

Théoreme 14 : Distance a un hyperplan. Soit E un espace euclidien et H un

hyperplan affine passant par A et de vecteur normal unitaire .

VMEE : dM,*H) = ‘Mﬁ‘
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Démonstration :

Soit H la direction de H et p le projec-
teur orthogonal sur H.

Comme u est unitaire,
Vx€E, p(x)=x—(x,u)u

s
d(M,H) = d(M, A + H) = inf d (AM ,y)
yeH

—d (MH) - HANf _ p(AM)
- (At

En prenant la notation usuelle du produit scalaire : d(M, H) = ’AM i ‘

|

Exemple : Dans l'espace euclidien canonique IR3,

Déterminer la distance du point M(4,3,2) au plan &7 d’équation 2x +y+2z =3

Le plan & est un hyperplan de R :
—
e passant par le point A(1,1,0) donc AM = (3,2,2)

de vecteur unitaire i (2,1,2) (2 1 2>
[ ] __\abe 212
44+1+4 3'3°3
= 2 1 2
done d(M’@):‘AM'u’: 3><§+2><§—1—2><5 =4
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