DERNIERE IMPRESSION LE 21 aoit 2017 & 9:02

lsométries Vectorielles

Matrices crtkcgauAl es

Table des matiéres

1 Isométries vectorielles 2
1.1 Définitionetthéorémes . . . . . . ... .. ... .. ... ... ... 2
1.2 Image d’une base orthonormée par une isométrie . . ... ... .. 2
1.3 Groupe orthogonal d'un espace euclidien . . . . .. ... ... ... 3
2 Matrices orthogonales 3
21 Définition . .. ... ... 3
2.2 Isométries vectorielles et matrices orthogonales . . . . . . ... ... 4
3 Signe d’une isométrie et d"'une matrice orthogonale 5
31 Définition . ... ... ... ... L 5
3.2 Groupe spécial orthogonal . . . . ... ........ ... .. ..., 6
4 Produit mixte. Aires et volumes orientés 6
41 Produitmixte . .. ... ... ... . .. o o 6
42 Airesetvolumes. . . ... ... ... 6
5 Isométrie vectorielles d'un plan euclidien 7
5.1 Matrice orthogonalede taille2 . . . ... ... ... ......... 7
5.2 Classification des automorphismes orthogonaux . . . .. ... ... 8
5.3 Rotation dans C plan vectorieldeR . . . . ... ..... ... .... 9
6 Produit vectoriel 9
6.1 Définition . . ... ... ... ... o oo 9
6.2 Propriété du produit vectoriel . . . . ... ... oo oo 10

PAUL MILAN 1 CPGE - L1 - ALGEBRE


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

1. ISOMETRIES VECTORIELLES

1 Isométries vectorielles

1.1 Définition et théorémes

Defivition | : Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

On dit que f est une isométrie vectorielle de E si f préserve la norme :

Ve e E, [If(x) = [lx]

Théoreme | : Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

f est une isométrie de E si, et seulement si, f conserve le produit scalaire.

. 1
Deémonstration : Onrappelle que: (x,y) = 5 <||x+y||2 —||x]]% - Hy||2>

e Soit f une isométrie. Pour tout x,y € E :
O, F@) = 5 (£ + F I =~ I~ [IFIP)
e 2 (1 G+ I~ I~ 1 )IR)
P22 (e +yl2 = 1 = llyIP)

= (xy)
f conserve le produit scalaire.
e Réciproquement. Soit f endomorphisme qui conserve le produit scalaire.

Vx € E, [[f(2)]2 = (F(x), f(x)) B (x,x) = |1

f conserve la norme c’est donc une isométrie.

Théeoréme 2 : Soient E un espace euclidien et s une isométrie de E.

Alors s est un automorphisme de E appelé automorphisme orthogonal de E.

Deémonstration : Déterminons le noyau de f :
isométrie
Is()[[ =0 =" [[x[[=0 = x=0¢
s est un endomorphisme injectif et comme E est de dimension finie, s est un au-

tomorphisme.

1.2 Image d’une base orthonormée par une isométrie

Théeoreme 2 : Soient E # {0g} un espace euclidien et f € Z(E) et B une base

orthonormée de E.
f isométrie vectorielle de E < f(B) est une base orthonormée de E
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2. MATRICES ORTHOGONALES

Remargue : Une isométrie transforme une base orthonormée en une base ortho-
normée et réciproquement.
Démonstration : Soit B = (er,...,e,)
e Soit f une isométrie de E, elle conserve le produit scalaire donc :
Vi,j € [[1, n]], <f(€l),f(€])> = <€i/ €]> = 51']'
f(B) est donc une famille de n(dim E) vecteurs orthogonaux unitaires.

f(B) est une base orthonormée de E.

e Réciproquement f(B) est une base orthonormée de E. Montrons que f conserve
le produit scalaire :

Soit x,y € E de coordonnées respectives (xi,...,x,) et (y1,...,y») dans B

<f<x>,f<y>>““ééf“é<ixif<ef>,ixjf<ef>>: Y i (ener)

i=1 j=1 1<i<j<n

n
= Z xix]-(Sij = Z XiY; = (x, y>
] i=1

1.3 Groupe orthogonal d’un espace euclidien

Defivition 2 : Soit E un espace euclidien.

L'ensemble des isométries vectorielles de E, noté O(E), est un sous-groupe du
groupe linéaire GL(E) de E appelé groupe orthogonal de E.

Deéemonstration : GL(E) est un groupe linéaire pour la composition.
De plus O(E) C GL(E) car une isométrie est un automorphisme.

Montrons que O(E) est un sous-groupe de GL(E)
e Idr € O(E) car Idg conserve la norme.
e Soit f,g € O(E), montrons que f ' og € O(E)

gt F 2" 5<0)

vxeE, Hrertes| = sl <= 1x

f~1o g conserve lanorme donc f~!og € O(E)

2 Matrices orthogonales

2.1 Définition

Defivition 3 : Soit A € #,(R)

A est une matrice orthogonale si A est inversible d’inverse ‘A
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2. MATRICES ORTHOGONALES

Remargue : Pour vérifier que A est inversible d'inverse A, on montrera que :
e 'AA=1, ou A'A=1,

e ou bien que la famille des colonnes ou des lignes de A est une base orthonor-
mée de 1”espace euclidien canonique.

Exemple : Il est facile de vérifier qu'une matrice carrée est orthogonale, il suffit
de vérifier si ses colonnes forment une famille orthonormée ou non.

e A= ((1) _(1)) est une matrice orthogonale.

En effet ses deux colonnes sont de norme 1 et de produit scalaire nul.

V2 =3 1

e B= 1 V2 /3 1] estune matrice orthogonale, en effet :
V6 N
V2 0 -2
V2+2+42
—(\/_\/_\/_) donc ||e1|| = ——— =1
V6 6
v3+3+0
—( V3,/3,0) donc |lep|| = Y——— =1
V6 6
es = —(1,1,—2) donc ||es]| = Y2 T1FE 4
V6 6

(V2 +v2-2v2) =0

e1-ey = —( V6+v6+0)=0, 61'632\/6

&l

€y -3 =

%(—\/5+\/§+0):0

2.2 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

Théoreme 4 : Soient E un espace euclidien, f € Z(E) et B une base orthonor-

mée de E. ) ) )
f isométrie vectorielle < Matg(f) orthogonale

Deémonstration : Posons M = Matg(f) et B = (ey,...,e,)
e f est une isométrie. Soit Cy, ..., Cy les colonnes de M

Comme f converse le produit scalaire, pour tous i,j € [[1, 7]

(G Ci) = (Flei), fleg)) =" (eres) = &
Donc M est orthonormée.

e Réciproquement si M est orthogonale
|F@)F = (MX)(MX) = 'X(MM)X = 'XI,X = ‘XX = [|x|?

f conserve la norme donc f est une isométrie.
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3. SIGNE D’UNE ISOMETRIE ET D’'UNE MATRICE ORTHOGONALE

Théoreme S : Soit B et B’ deux bases orthonormées d’un espace euclidien E.

La matrice de passage Pg’ de B a B’ est une matrice orthogonale.

RaMAv-%)e : Il est donc facile de calculer son inverse : <Pg/> = tPg/

Deémonstration : Notons f 'endomorphisme de E qui envoie B sur B’.

Comme B et B’ sont orthogonales, f est une isométrie vectorielle donc :
PE' = Matg(B') = Matg(f) est orthogonale.

Théoreme b : L'ensemble des matrices orthogonales de taille 1, notée O(n)

est un sous-groupe du groupe linéaire GL,(R) appelé le groupe orthogonal de
degré n.

Remargue : Le produit de deux matrices orthogonales et I'inverse d"une matrice
orthogonale sont des matrices orthogonales.

3 Signe d’une isométrie et d’'une matrice orthogonale

3.1 Définition

Delivition 4 : Soit A € .#,(R) orthogonale et f € GL(E) isométrie.
e Onaalors det(A) = £1.

A est positivesi det(A) =1 etnégativesi det(A) = —1
e Onaalors det(f) = +1.

f est un isométrie positive si det(f) =1 etnégativesi det(f) = —1

ReMM“%)e :

e On parle aussi d’isométrie directe ou indirecte pour une isométrie positive ou
négative.

e Si f est une isométrie positive alors Matg( f) est une matrice orthogonale posi-
tive.

e Toute matrice de déterminant £1 n’est pas nécessairement orthogonale par
11
exemple 01

Deéemonstration :
e A orthogonale alors : det(A?) = det(A'A) = det(I,) =1 = det(A) = £1.

e Si f isométrie et B base orthonormée de E alors Matg(f) est orthogonale donc
det(f) = +1
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4. PRODUIT MIXTE. AIRES ET VOLUMES ORIENTES

Exemple : Une réflexion est une isométrie négative.

3.2 Groupe spécial orthogonal

Defivition S : Soit E un espace euclidien de dimension n

e L'ensemble des automorphisme orthogonaux positifs de E, noté SO(E), est un
sous groupe de O(E) appelé le groupe spécial orthogonal de E.

e L'ensemble des matrices orthogonales positives de taille 7, noté SO(#n), est un
sous-groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal de degré n.

4 Produit mixte. Aires et volumes orientés

4.1 Produit mixte

Defivitien 6 : Soit E un espace euclidien orienté de dimension n # 0 et
X1,...,Xn € E.

e detp(x1,...,x,) ne dépend pas de la base B de E choisie si elle est orthonormée
directe. On l'appelle le produit mixte de x1, ..., x, etonlenote: [x1,..., x,].

e Le produit mixte d"une base orthonormée directe est toujours égal a 1.

Remargue :
e Lorsque l'orientation de E change, le produit mixte est changé en son opposé.

e Le produit mixte de R3 est nul si les vecteurs i, 7 et @ sont coplanaires.

4.2 Aires et volumes

On a vu dans le chapitre sur les déterminants, dans R?, que l’on interprete detp (i, 7)
comme une aire dans une base B choisie, ce qui rend la notion d’aire relative donc
arbitraire.

Avec le produit scalaire qui rajoute la notion d’orthogonalité et de norme, l'aire
devient absolue dans une base orthonormée directe, c’est a dire que 1'unité d’aire,
arétes orthogonales de c6té 1 (un carré), est constante dans toutes ces bases.

Dans R3, detp (i1, 7, W) s’'interprete comme un volume dans une base B choisie, ce
qui rend la encore la notion de volume relative donc arbitraire.

Avec le produit mixte, le volume devient absolu, c’est a dire que l'unité de vo-
lume, arétes orthogonales de coté 1 (un cube), est constante dans toutes les bases
orthonormées directes.

De plus le produit mixte permet de relier longueur (norme) et aire ou volume.

Exemple : Déterminer le volume du parallélépipede construit, dans une base
orthonormée directe, sur les vecteurs suivants :

i=(214), 9=(3;-2;5) et @w=(813)
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5. ISOMETRIE VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN

Le produit mixte donne :

8
1l =-12+40+124+64—-10—-9 =85
3

Le volume du parallélépipede est de 85 unités de volume.

5 Isométrie vectorielles d’un plan euclidien

5.1 Matrice orthogonale de taille 2

Théoreme T : Dans O(2) le groupe orthogonale de degré 2.

cosf —sinf

sin 0 cosG)’ #i=le

e Les matrices positives sont de la forme <

. L 0 in 6
e Les matrices négatives sont de la forme <C9s st ), feR
sinff —cosf

Deémonstration : Soit A= (Z 2) et ec{-1,1}
>+t =1
Ac0@2) & AA=], = (Z 2) (‘CZ Z>:((1) (1)) s {P+dr=1
ac+bd =0

. . a=cosf et c =sinf
Des deux premieres équations: 36, ¢ € R/ )
b=cosp et d=sing

La 3¢ équation donne alors :

cosfcos ¢ +sinfsing =0 < cos(f —¢) =0 < g, ¢ = 9—{—8% [27]
7T . . T

De plus cos (9 + £5> = —esinf et sin (9 + £5> = ecosf

cosf —esinf
sin 0 e€cosf

Donc A = C956 —¢sin@ = det(A) =
sinf  ecosf

Remargue : Le groupe SO(2) estcommutatif car 6 et 6 joue le méme role :

cosf® —sinb\ [cos@® —sin®'\  [(cos(6+6) —sin(6+6)
sinf  cosf) \sin®  cos®' )  \sin(6+6) cos(6+6)
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5. ISOMETRIE VECTORIELLES D’UN PLAN EUCLIDIEN

5.2 Classification des automorphismes orthogonaux

Théoreme 8 : Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et f € O(2)
e Si f est positive alors f est la rotation vectorielle ry d’angle de mesure 6

cosf —sinf

sin 0 COSG)’ Pl

Dans une base orthonormée directe, Mat(rg) = <

e Si f est négative alors f est la réflexion vectorielle sy par rapport a la droite A.

cos 0 sin 0

sin 0 —cosf))’ §E I

Dans une base orthonormée directe, Mat(sp) = <

Remargue : On parle de rotation d’angle de mesure 6 sans avoir défini aupara-
vant les mots « angles » et « mesure ».

On peut résumer la définition d"un angle orienté comme :

Pour tous vecteurs unitaires u et v, il existe une et une seule rotation r pour la-
quelle v = r(u) quel’on appelle angle orienté (u, v).

cosf —sinf

Tout réel 6 pour lequel Mat(r) = (sin 0  cosf

) est appelé mesure de 1’angle

orienté (u,v) = 0 [27]

Deémonstration : Pour la réflexion

Supposons que f est négative. )
Soit (e1, e2) base orthonormée directe. AN f(er)

cosf  sin6 \ - \®
sinf — cost

Mat,, ) (f) = (

e1 et f(e1) d'une part et e; et f(ez)) - \ 1
d’autre part sont orthogonalement sy- A \
métrique par rapport a la droite A en- \
gendré par u. v fle)

Montrons que f est la réflexion par rapport a A.

6 . 6 . 6 6
On pose: uj = cos Eel + sin Eez et Uup) = —sin Eel + cos 562

Il est immédiat que (11, up) est une base orthonormée directe.

On montre facilement que f(u1) = uy et f(ux) = —up

Onaalors Mat,, ,.,\(f) = ((1) _2)

f est alors la réflexion par rapport a la droite A
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6. PRODUIT VECTORIEL

5.3 Rotation dans C plan vectoriel de R

Théoreme & :  Soit le plan euclidien C dans R muni du produit scalaire
(z,7') = Re(zz') etlabase canonique (1,7) orthonormée directe.

Pour tout § € R, la fonction 7 z + ¢ est la rotation d’angle de mesure 6 du
plan euclidien C

RQMAV‘%UQ : On retrouve ainsi un résultat bien connu !

Deémonstration : 7 est linéaire car :

r(Az4+uz) =e®(Az+uz) =Aeé®z24 ue®z = Ar(z) + ur(z)

La matrice de r dans la base (1,1) :

r(1) = e = cosf +isinf
sin 0 cos 6

| N ' = Matg(r) = (cos@ —sm@)
r(i)=e"i= —sinf +icos@ ’

6 Produit vectoriel

6.1 Définition

Defivitien T : Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.

Pour deux vecteurs u et v de E, il existe un unique vecteur de E, noté u A\ v, appelé
produit vectoriel de u et v pour lequel :

Vx€E, [uvx]=(uAvx)

Remargue : On pourrait généraliser ce produit a (n — 1) vecteurs dans un espace
de dimension n > 3.

e Le produit mixte [u, v, x] correspond unv
au volume orienté du parallélépi-
péde P engendré par u, v et x.

unv
SiuNv #Qg, posons 4 = ———
’ 70 p une] &
Onaalors (uAv,x) = |lunv||{a,x)

.

(a, x) estla hauteur i de P comme in-
diquée sur le dessin.

Conclusion : ||u A v]| est alors la valeur de 'aire engendré par u et v.

Deémonstration : Un peu technique. Soita,a’,u,v € E
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6. PRODUIT VECTORIEL

E— Z(E,R)
a— ¢(a) = fa
L'application ¢ est linéaire. En effet: VA, u € R

frarpa (x) = (Aa+pa’, x) =A{a,x) +u(d, x) = Afa(x) + pfu(x)

Donc g(Aa + ') = Ag(a) + uo(d)

@ est injective car :

e Soit 'application ¢ { ol f, est la forme linéaire x — (a, x)

pa) =0 = foa=0 = fo(a)=0 = (a,a)=0 = a=0
Comme dim.Z(E,R) = dimE x dimR = dimE, f est un isomorphisme.

e L'application x — [u, v, x| est une forme linéaire du type f,, comme ¢ est un
isomorphisme, il existe un unique a = u A v tel que:

Vx € E, furo(x)=[u,v,x] & (uUAvx)=[unm9/x]

6.2 Propriété du produit vectoriel

Théoreme 10 : Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3
e Le produit vectoriel est une forme bilinéaire alternée de E X E dans E :

OANU=—UND

u A v est orthogonal a u eta v.

u et v colinéaires < uAv = 0

Si u et v ne sont pas colinéaires alors (1, v, u A v) est une base directe de E

Si (1, v) est orthonormée alors :

(u, v, w) base orthonormée directe < w=uAv

Siu=(x,y,z)etv = (x,y/,z') dans une base orthonormée directe :

onraye x,x’ onrayey,y onrayez,z

y z

7z

% &

x x

/
UND = X x,
y Y

7 7

= (yz' +zy , zx' —xZ', xy —yx')

Remargue : Pour déterminer la direction de u A v a partir de u et v (sens direct)

e Méthode du tire-bouchon : on tourne u

de u vers v avec la main droite. T

e La méthode des trois doigts de la
main droite : U~

— le pouce : u

— l'index: v

— le majeur: u A v UAD
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6. PRODUIT VECTORIEL

Exemple : Calculer les coordonnées de u Av avec u = (2,3,4) et v=(5,6,7)

25
3 6
On écrit les coordonnées en ajoutant les 2 premieres coordonnées a la fin (4 7
25
3 6
: , . 3 6
e Onrayela1™ligne et]’on prend les deux suivantes : x = 1 7| = 21-24 = -3
~ , . 4 7
e Onraye la 2¢ligne et 'on prend les deux suivantes : y = ‘2 5‘ =20—-14=6
e Onraye la 3¢ligne et 'on prend les deux dernieres : y = ‘ 3 2‘ =12-15= -3

Onadonc uAv=(-3,6,-3)

Démonstration :

e Le produit mixte étant un déterminant, le produit mixte d’une famille liée est
nul.

(u o) = lu,0,u] :O} = uNvlu et uAvlo
(uNv,v) =[u,v,0,=0
e Siuetvliés: |[unv||>=(uAv,uAv)=[u,0,uAv] =0 donc uAv=0g
Réciproquement u Av = O
comme dim Vect(u, v) < 2 il existe donc un vecteur x € E/Vect(u, v)
et comme [u,v,x] = (u Av,x) = (O, x) = 0la famille u, v, x est liée
alors comme x n‘estnilié a unia v, onauetwvliés.
e uetvnonliésalors [u,v,uANv]#0
[u,0,u ANv] = (uAv,uAD) = |[uAo|> >0

donc (u,v, u A v) est une base directe.

(u,v) famille orthonormée.
— Montrons que (u, v, u A v) est une base orthonormée directe.

D’apres précédemment il est stir que la base (u,v,u A v) est orthogonales

directe. Montrons que ||u A v|| =1
||Z/l/\v||:<u/\z;,u—/\v>: |:u’v’ UND :| or’chon:ormée1
|[u Aol u Aol

— Réciproquement soit (1, v, w) orthonormée directe. Montrons que w = u A v

Comme dim(u,v) = 2, donc dim Vect(u,v)t = 1 donc w et u A v sont
colinéaires et donc u Av = Aw et alors
A= (Aw,w) = (uNv,w) orthopormée [w,v,w] =1
e Pour la premiére coordonnées dans la base (i, j, k)
x x' 1 ,
Xupo = (UWAD D) = [u,0i] =y vy 0= ‘y | =vyZ —zy
z 20 z 0z
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